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ترسیم های هندسی:بخش اول 
ازبخشاین.استهندسیاشکالوخطوطکردنرسمهندسههایبخشازیکی

...وفنیرسممعماری،صنعتی،طراحیساختمانکشینقشهدرزیادیکاربردهندسه
.دارد
بارامنحصکهاستهاترسیمازدستهآنهندسیترسیمازمنظوربخشایندر

آنهادرنقالهوگونیامانندابزارهاییازاستفادهوشودمیانجامپرگاروخطکش
.باشدنمیمجاز
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سانتی متر 2به فاصله Aو نقطه dخط 
.از آن را درنظر بگیرید

.امکان پذیر نیست : پاسخ 

A

d

1فعالیت 

به کمک پرگار نقطه ای روی خط: الف 
d  تعیین کنید که فاصله اش ازA برابر
.سانتی متر باشد1

4



.تعیین کردdروی خط نقطه با این ویژگییک می توان : پاسخ 

A

d

1فعالیت 
 dبه کمک پرگار نقطه ای روی خط : ب

2برابر Aتعیین کنید که فاصله اش از 
.سانتی متر باشد

5

B



سانتی متر 3برابر Aتعیین کنید که فاصله اش از  dبه کمک پرگار نقطه ای روی خط : ج 
.باشد

A

d

B C

از این فعالیت چه نتیجه
ای می گیرید ؟

.تعیین کردdخط روی ویژگیمی توان دو نقطه با این : پاسخ  
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1فعالیت 



سانتی متر از یکدیگر را5به فاصله Bو Aدو نقطه ی 
.در نظر بگیرید 

.  امکان پذیر نیست: پاسخ

BA

سانتی متر باشد ؟3به فاصله  Bو از 1به فاصله Aآیا می توان نقطه ای تعیین کرد که از : الف 

2فعالیت 
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3به فاصله  Bو از 2به فاصله Aآیا می توان نقطه ای تعیین کرد که از : ب 
سانتی متر باشد ؟

A BC

یک خط راست قرار روی Bو Aو این نقطه با .فقط یک نقطه با این ویژگی وجود دارد : ب 
دارند
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روی یک خط راست Bو Aو این نقطه ها با .فقط دو نقطه با این ویژگی وجود دارد : پاسخ 
.ندارندقرار 

A B

C

D

4cm

4cm

3cm

3cm

از این فعالیت چه 
نتیجه ای می گیرید ؟

سانتی متر باشد ؟3به فاصله  Bو از 4به فاصله Aآیا می توان نقطه ای تعیین کرد که از : ج 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان 9



کاردرکلاس
واحد رسم کرد ؟6و 5و 4توضیح دهید چگونه می توان مثلث با اضلاع . 1
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را رسم سانتی متر6به طول  ABپاره خط. 1
می کنیم

سانتی متر کمانی رسم 5و شعاع  Aبه مرکز . 2
.می کنیم

م سانتی متر کمانی رس4و شعاع  Bبه مرکز . 3
.می کنیم

وصل Bو Aمحل تقاطع دو کمان را به . 4
.می کنیم

A B

C
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کاردرکلاس
.............  به فاصله  Aنقطه ای پیدا کنید که از . سانتی متر از یکدیگر قرار دارند7به فاصله Bو  Aنقاط . 2

.  سانتی متر باشد............... به فاصله Bسانتی متر و از 
:جاهای خالی را چنان کامل کنید که سوال فوق 

.   هیچ جوابی نداشته باشد: ج .فقط یک جواب داشته باشد : ب .دو جواب داشته با شد : الف 
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:پاسخ 
𝑥کافی است مقادیر را چنان انتخاب کنیم که :الف  − 𝑦 < 7 < 𝑥 + 𝑦

𝑥

𝑦

𝑥کافی است مقادیر را چنان انتخاب کنیم که:ب  − 𝑦 = 𝑥یا 7 + 𝑦 = 7

𝑥کافی است مقادیر را چنان انتخاب کنیم که:ج  − 𝑦 > 𝑥یا 7 + 𝑦 < 7



نتیجه

𝑎اعداد اگر  ,𝑏 ,𝑐آنگاه .اندازه های اضلاع یک مثلث باشند:
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𝑎 − 𝑏 < 𝑐 < 𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑐 < 𝑏 < 𝑎 + 𝑐

𝑏 − 𝑐 < 𝑎 < 𝑏 + 𝑐

A

B C
𝑎

𝑏𝑐



مثال

3را چنان تعیین کنید که اعداد 𝑚حدود  ,𝑚,4اندازه های اضلاع یک مثلث باشند.
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3پاسخ  − 4 < 𝑚 < 3 + 4

→ 1 < 𝑚 < 7
باشند ؟5و3و2آیا مثلثی وجود دارد که اندازه اضلاع آن مثال

:خیر ، زیرا پاسخ 

2 + 3 ≯ 5



در شکل مقابل چقدر است ؟𝑥یک عدد صحیح باشد کمترین مقدار ممکن برای 𝑥اگر 3مثال 
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𝑎 − 𝑏 < 𝑐 < 𝑎 + 𝑏

∆𝐴𝐵𝐷 ∶ 7 − 13 < 3𝑥 − 1 < 7 + 13

A

B

C

3𝑥 − 1

137

D

11 6

پاسخ 

⇒ 6 < 3𝑥 − 1 < 20

+1
7 < 3𝑥 < 21

÷3 7

3
< 𝑥 < 7

∆𝐵𝐶𝐷 ∶ 11 − 6 < 3𝑥 − 1 < 11 + 6

⇒ 5 < 3𝑥 − 1 < 17

+1
6 < 3𝑥 < 18

÷3
2 < 𝑥 < 6

4
−∞ +∞

5 6 7321
7

3⇒
7

3
< 𝑥 < 6

𝑥∈ℤ
min 𝑥 = 3



نیمساز یک زاویه نیم خطی است که آن زاویه را به :  یادآوری 
دو قسمت مساوی تقسیم می کند



𝒙𝑶𝒚روی نیمساز زاویه ی 𝐌فرض می کنیم نقطه : الف 
از دو ضلع Mقرار دارد و نشان می دهیم که فاصله 

. زاویه یکسان است 
:را بر اضلاع زاویه وارد می کنیم ’𝐌𝐇و 𝐌𝐇عمودها 

  


   


 



ˆ ˆH H

ˆ ˆO O OHM OH M

O

H H

O

M M

M M

90

1 2

وتر و یک زاویه حاده

𝑴
𝑶

𝐇’

𝐇

1
2

𝒙

𝒚

هر نقطه روی نیمساز یک زاویه : نتیجه 
از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است



OMپاره خط          را رسم می کنیم .

𝑶

𝐇’

𝐇
𝒙

𝒚

𝐌

  


     



ˆ ˆH H

ˆ ˆMH MH OHM OH M O O

OM OM

90

1 2

وتر و یک ضلع 

.پس         نیمساز زاویه          است OMxOy

از دو ضلع زاویه آنفاصله باشد که 𝒙𝑶𝒚نقطه ای درون زاویه 𝐌به عکس فرض می کنیم که 
:قرار دارد 𝒙𝑶𝒚روی نیمساز زاویه ی 𝐌و نشان می دهیم نقطه . یکسان است 

هر نقطه در : نتیجه 
صفحه که از دو ضلع یک 
زاویه از آن صفحه به یک 
فاصله است روی نیمساز 

آن زاویه قرار دارد



Angle

.کمانی رسم نموده تا اضلاع زاویه را در دو نقطه قطع کندrو شعاع دلخواه Aبه مرکز . 1

.قطع کنندMدو کمان رسم می کنیم تا همدیگر را در نقطه rبه مرکزهای آن دو نقطه و شعاع . 2

.پاسخ مساله استAMنیم خط . را رسم می کنیم AMنیم خط . 3

مراحل رسم نیمساز یک زاویه به کمک خطکش و پرگار

𝐴 𝑦

𝑥

𝑀
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𝑃

𝑄
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Angle

𝑃𝑀پاره خطهای  ,𝑄𝑀 را رسم می کنیم.

𝐴𝑃𝑀∆در دو مثلث  ,∆𝐴𝑄𝑀 داریم:

ൡ
𝐴𝑃 = 𝐴𝑄 = 𝑟
𝑀𝑃 = 𝑀𝑄 = 𝑟
𝐴𝑀 = 𝐴𝑀

ض.ض.ض
∆𝐴𝑃𝑀 ≅ ∆𝐴𝑄𝑀 → መ𝐴1 = መ𝐴2

استدلال

𝐴 𝑦

𝑥

𝑀
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𝑃

𝑄

1
2



.درجه رسم کنید 30به کمک خطکش و پرگار یک زاویه ی : سوال 

A B

.را رسم می کنیمABپاره خط .1

Cدو کمان رسم نموده تا همدیگر را در نقطه ی ABو شعاع BوAبه مرکزهای . 2
. قطع کنند 

C

را رسم می کنیمBACنیمساز زاویه . 4

D

.پاسخ مساله استBADزاویه . 5

چرا ؟. درجه است 60مساوی  BACزاویه ی . را رسم می کنیم ACپاره خط . 3
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عمود منصف یک پاره خط ، خطی است که بر آن پاره : یادآوری 

خط عمود است و آن را به دو قسمت مساوی تقسیم می کند



باید . واقع باشدdبر خط Mو نقطه ABعمود منصف پاره خط dفرض کنیم 
.AM=BMثابت کنیم  که 




      


 

AH BH

ˆ ˆH H AMH BMH AM BM

MH MH

90
1 2

ض ز ض

هرنقطه روی عمود منصف یک پاره خط از دو سر آن پاره خط به یک: نتیجه 
.فاصله است 

A

M

H
B

𝑑
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AH BH

ˆ ˆAM BM AMH BMH H H

MH MH

90
1 2

ض ض ض

روی عمود منصف Mاست لذا ABعمود منصف پاره خط MHپس 
.قرار داردABپاره خط 

A

𝐌

H
B1 2

. AM=BMبه یک فاصله است یعنی ABاز دو سر پاره خط Mفرض کنیم نقطه 
:وصل می کنیم Hیعنی نقطه ABرا به وسط پاره خط  Mنقطه 

ی هرنقطه  از صفحه که از دو سر یک پاره خط به یک فاصله است رو: نتیجه 
.عمود منصف آن پاره خط قرار دارد



ABمراحل رسم عمود منصف  پاره خط 

A B

باز کرده سپس به( چرا ؟ . بیشتر باشد ABباید از نصف r)rدهانه پرگار را به اندازه ی . 1
کمانی رسم می کنیمAمرکز 

کمان دیگری رسم نموده تا دو کمان  همدیگر ( rیعنی ) و همان شعاع قبلی Bبه مرکز . 2
قطع کنندNو Mرا در نقاط 

پاسخ MNخط . را رسم می کنیمMNخط . 3
.مساله است M

N

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
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Perp Point

رسم خط عمود بر یک خط از نقطه ای واقع بر آن

قطع کندBو  Aرا در dکمانی رسم نموده تا خط dواقع بر خط pبه مرکز نقطه . 1

.را رسم می کنیمABعمود منصف  پاره خط. 2

d
P B

D

A

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
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رسم خط عمود بر یک خط از نقطه ای غیر واقع بر آن

قطع کندDو Cرا در dکمانی رسم نموده تا خط dغیر واقع بر خط pبه مرکز نقطه . 1

.را رسم می کنیمABعمود منصف  پاره خط. 2

d

P

D C

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
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رسم خط موازی با یک خط از نقطه ای غیر واقع بر آن

انتخاب می کنیمdرا روی خط Dو Cدو نقطه دلخواه  و متمایز  . 1

کمانی رسم می کنیمCDو شعاع Pبه مرکز . 2

d

QP

.قطع کندQکمان دیگری رسم نموده  تا کمان قبلی را در نقطه PDو شعاع Cبه مرکز  . 3

چرا ؟. پاسخ مساله است PQخط . را رسم می کنیم PQخط . 4

D C

قرار نداشته باشدdبر خط pفرض کنیم نقطه 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
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روش دومآن رسم خط موازی با یک خط از نقطه ای غیر واقع بر 
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مربع با داشتن یک ضلعرسم 



سوالات تکمیلی
. را رسم کنیدCM=6cmو میانه CH=4cmو ارتفاع AB=6 cmبا معلوماتABCمثلث . 1

PQاختیار نموده سپس عمود dرا روی خط Pنقطه دلخواه . 1
سانتی متر را از آن خارج می کنیم4به طول 

رسم dو موازی با خطPQعمود بر خط ሖ𝑑خطQاز نقطه . 2
می کنیم

ABاختیار نموده سپس پاره خط dرا روی خط Aنقطه دلخواه . 3
.جدا می کنیم dسانتی متر را از خط 6به طول 

می نامیمMرا تعیین نموده و آنرا ABخط وسط پاره . 4

A

d

P

:پاسخ 

B

Q

M

C C

Cرا در نقطه ሖ𝑑کمانی رسم نموده تا6و شعاع Mبه مرکز . 5
قطع کند

6 .C را بهAوB وصل می کنیم مثلثABCپاسخ مساله است.
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را رسم می کنیمسانتی متر7به طول  ACپاره خط. 1

می نامیم Oرا پیدا کرده و آنرا  ACوسط پاره خط . 2

.سانتی متر دایره ای رسم می کنیم2و شعاع  Oبه مرکز . 3

.را رسم می کنیمBDقطر دلخواه . 4

.را رسم می کنیمABCDچهار ضلعی . 5

A C
O

B

D

یک قطر دلخواه از دایره است و دایره بی شمار قطر دارد BDزیرا قطر –بی شمار : ب 
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سانتی 6به طول  ACپاره خط. 1
را رسم می کنیممتر

را پیدا کرده  ACوسط پاره خط . 2
می نامیم Oو آنرا 

سانتی 3و شعاع  Oبه مرکز . 3
.متر دایره ای رسم می کنیم

.را رسم می کنیمBDقطر دلخواه . 4

.را رسم می کنیمABCDچهار ضلعی . 5

A C
O

B

D
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را رسم می کنیمسانتی متر5به طول  ACپاره خط. 1

را در   ACرا رسم کرده تا  ACعمود منصف پاره خط . 2
O قطع کند
سانتی متر دایره ای رسم می 1/5و شعاع  Oبه مرکز . 3

قطع کندDو   Bتا  عمود منصف را در نقاط . کنیم

.را رسم می کنیمABCDچهار ضلعی . 4

A C
O

B

D

:الف 
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را سانتی متر6به طول  ACپاره خط. 1
رسم می کنیم

را رسم می کنیم ACعمود منصف پاره خط . 2

سانتی متر دایره ای 5و شعاع  Aبه مرکز . 3
و   Bتا  عمود منصف را در نقاط . رسم می کنیم

Dقطع کند

.را رسم می کنیمABCDچهار ضلعی . 4

A C
O

B

D

:ب 
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A

B

2cm

2cm

:الف 
را روی اضلاع زاویه اختیار می کنیمBو Aدو نقطه دلخواه . 1

واحد به سمت 2عمودهایی به طولهای Bو Aازدو نقطه . 2
داخل زاویه بر اضلاع وارد می کنیم

واحد از آنها رسم 2دو خط به موازات اضلاع زاویه و به فاصله . 3
.می کنیم  تا همدیگر را در نقطه خواسته شده قطع کنند

نیمساز زاویه جدید را رسم می کنیم:  ب
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از مرکز دایره می گذرد زیرا مرکز دایره از دو سر ABعمود منصف : الف 
به یک فاصله استABپاره خط 

ع سپس محل تقاط.کافی است دو وتر غیر موازی از کمان را رسم نموده : ب 
عمود منصف ها یشان را بیابیم

45



فکر کنید
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𝐴نقطهدو-1 و 𝐵اندمفروض.
دونبوپرگارازاستفادهبافقط

وسطنقطهخطکشازاستفاده
.کنیدتعیینراآنها

𝐴نقطهدو-2 و 𝐵اندمفروض.
خطکشازاستفادهبافقط

ارپرگازاستفادهبدونونامدرج
.یدکنتعیینراآنهاوسطنقطه
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.روش نتیجه گیری کلی براساس مجموعه ای محدود از مشاهدات و تجربیات است:استدلال استقرایی

.به کمک استدلال استقرایی نمی توان به نتیجه قطعی رسید:تذکر

در استدلال استقرایی از جزء به کل می رسیم: توجه 

.ته ایمروش نتیجه گیری کلی براساس حقایقی است که درستی آنها را پذیرف:استدلال استنتاجی

.نتایج حاصل از استدلال استنتاجی همواره درست و قطعی است:تذکر

رسیمدر استدلال استنتاجی از کل به جزء می : توجه 

.باشداگر چه درستی یا نادرستی  آن برای ما مشخص ن.جمله ای است خبری که درست یا نادرست باشد :گزاره

(.  غلط )قطرهای هر مستطیل عمود منصف یکدیگرند(.       صحیح)اول است2عدد جمله های          :مثال

. گزاره هستند(    فردا مشخص می شود ) فردا هوای تهران بارانی است 

.گزاره نیست زیرا نمی توان درستی یا نادرستی آن را تعیین کرد( هوای امروز خوب است ) جمله ولی 

.قضیه گزاره ای است که درستی آن ثابت شده است

.هر قضیه شامل دو قسمت فرض و حکم می باشد

معلومات قضیه است: فرض 

چیزی است که قرار است آن را اثبات کنیم یا درستی آن را بررسی نماییم: حکم 



زاویه های  متقابل به راس مساوی اند: قضیه 

فرض
زاویه های            متقابل به راس اند

حکم

:برهان 

,O O2 1
ˆ ˆO O1 2

 O O  ˆ ˆ 180 11 3
 O O  ˆ ˆ 180 22 3

    O O OO   ˆ ˆˆ ˆ, 3 31 2 1 2 O O ˆ ˆ
1 2



𝒃دو خط𝒂اگر خط : یادآوری  , 𝒄 را در نقاط𝑨 , 𝑩آنگاه ( شکل مقابل ) قطع کند:

:  ب :                                                             الف 

.تاگر خطی بر یکی از دو خط موازی عمود باشد بر دیگری نیز عمود اس: یاد آوری 

 ˆ ˆA B b c1 1  ˆ ˆb c A B1 1
A

B

1

1

a

b

c



درجه است180مجموع زاویه های داخلی هر مثلث : قضیه 

حکمفرض
ABCˆ ˆˆA B C   180

A

B C

d

  A ˆˆd BC BB, A 11

1 2
3

مورب

مورب   A ˆ ˆd BC CC, A 22

          ˆ ˆ ˆAˆ ˆˆ, A B C A A1 1803 22 1

رسم می کنیم𝐵𝐶ضلع را موازی𝑑خط 𝐴از راس : اثبات 





:  تعریف زاویه خارجی چند ضلعی

ندای که از امتداد یک ضلع تشکیل می شود را زاویه خارجی  می نامدر هر چند ضلعی زاویه 

:قضیه 
اندازه هر زاویه ی خارجی مثلث برابر مجموع اندازه های دو زاویه داخلی غیر مجاورش

فرض
زاویه خارجی

:اثبات

A

B C
1 2

Ĉ2

حکم
ˆ ˆ ˆC A B 2

    ˆ ˆˆA B C1 180 1

   ˆ ˆC C1 2 180 2

       ˆ ˆ ˆ ˆˆ, C C A B C1 2 11 2   ˆ ˆ ˆC A B2





d

d'

A

B C

D

1 2

:1مثال 

:الف

 



  

     







 

ˆ

ˆˆAB d

C

,d B A

x

2 7

5

180 50 7

0

0

0

1 1

60

مورب

متقابل به رأس

:ب

 

   

       

ˆ ˆCD, D

x

d d C

180 40 50

401 1
90

مورب
d

d'
1



d

d'

A

B C

D

1 2

:1مثال 

:الف

 



  

     







 

ˆ

ˆˆAB d

C

,d B A

x

2 7

5

180 50 7

0

0

0

1 1

60

مورب

متقابل به رأس

:ب

 

   

       

ˆ ˆCD, D

x

d d C

180 40 50

401 1
90

مورب
d

d'
1
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𝑛: است با محدب برابر ضلعیnثابت کنید مجموع زاویه های داخلی هر : 2مثال  − 2 180°

𝐴1از راس . را در نظر می گیریم 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛ضلعی 𝑛: اثبات
𝐴1𝐴3قطرهای  ,𝐴1𝐴4 ,𝐴1𝐴5 , … ,𝐴1𝐴𝑛−1 را رسم می کنیم.

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴𝑛

𝐴𝑛−1
𝑛مثلث های تشکیل شده از رسم قطرهای یک راس تعداد  − و 2

.  است°180مجموع زاویه های داخلی هر مثلث 

𝑛:ضلعی برابر است با 𝑛مجموع زاویه های داخلی پس  − 2 180°
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.درجه است360ثابت کنید مجموع زاویه های خارجی هر چند ضلعی محدب : 3مثال 

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴𝑛

𝐴𝑛−1

می دانیم مجموع زاویه های داخلی و خارجی هر راس : اثبات 

𝑛پس مجموع کل زاویه های داخلی و خارجی . است180°

°180ضلعی محدب  × 𝑛 درجه است:

خارجی و داخلی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 (1)

داخلی های زاویه اندازه مجموع = 180° 𝑛 − 2 (2)

1 , 2 → خارجی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 − 𝑛 − 2 180°

خارجی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 − 180°𝑛 + 360° = 360°
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ی کوچکترین زاویه اندازه ی . متناسب اند 3و5و 7زاویه های داخلی مثلثی با اعداد : 4مثال 
خارجی این مثلث  چند درجه است ؟

መ𝐴:پاسخ 

7
=
𝐵

5
=

መ𝐶

3
= 𝑡

⇒ መ𝐴 = 7𝑡 , 𝐵 = 5𝑡 , መ𝐶 = 3𝑡

A

B C
.  است°180هر مثلث دانیم مجموع زاویه های داخلی می 

⇒ መ𝐴 + 𝐵 + መ𝐶 = 180° ⇒ 7𝑡 + 5𝑡 + 3𝑡 = 180°

⇒ 15𝑡 = 180° ⇒ 𝑡 = 12° ⇒ መ𝐴 = 84° , 𝐵 = 60° , መ𝐶 = 36°

= 180° − 84° = اندازه کوچکترین زاویه خارجی96°



:5مثال 

 


  
 

ABCD; BC CD

BCE ; BC CE

CDF ; CD CF

CE CF :پاسخ

:6مثال 



        

         

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆB B A A B A

ˆˆ ˆB A ABE;E

3
2

1 1 3 3
180 1801 1 1 1 1 12 2 2 2

120 180 120 601 1

 

 

  

 



  
 

 


  

ˆ ˆˆAB,d d B A A

ˆ ˆ ˆ ˆA A ,B B

ˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆB B

ˆ
A

B B B
A

1 2

1 1

13 1 2

2 21 2 1 2

180
1801 1 1 2

1 2
2

3

مورب



ط هرگاه چند خط یکدیگر را در یک نقطه قطع کنند آنها را خطو: تعریف خطوط همرس 
.  همرس می نامند

:با رسم چند مثلث بطور استقرایی بررسی کنید آیا : 2مثال 

نیمسازهای زاویه های داخلی مثلث همرس اند؟: الف 

ارتفاع های مثلث همرس اند؟               : ب 

میانه های مثلث همرس اند ؟: ج 

عمود منصف های اضلاع مثلث همرس اند؟: د 

بله: پاسخ د بله                 : پاسخ ج بله                 : پاسخ ب بله           : پاسخ الف 











A.نیمساز های زاویه های داخلی هر مثلث همرس اند: قضیه 

B C

  

  

  

OM OH

OM ON

ON OH

H

N

M
O

یکدیگر را در 𝐶و 𝐵فرض کنیم نیمساز های زاویه های : اثبات 
.  قطع کرده باشند 𝑂نقطه 

O روی نیمساز زاویهBقرار دارد

O روی نیمساز زاویهCقرار دارد

O روی نیمساز زاویهAقرار دارد

.همرس اند Oپس هر سه نیمساز در نقطه 

𝑂𝑀عمودهای  ,𝑂𝑁 ,𝑂𝐻 اضلاع  را به ترتیب بر𝐴𝐵 ,𝐴𝐶 ,𝐵𝐶
:بنا به ویژگی نیمساز . وارد می کنیم



Aچند درجه است ؟𝛼در شکل مقابل اندازه : 1مثال 

B C

O
قطع 𝑂یکدیگر را در نقطه 𝐶و 𝐵نیمساز های زاویه های : پاسخ 
است 𝐵نیمساز زاویه داخلی 𝑂𝐵پس . اند کرده 

25° 25°

34°

34°𝛼

መ𝐴 + 𝐵 + መ𝐶 = 180° ⇒ 50° + 2𝛼 + 68° = 180°

⇒ 2𝛼 = 62°

⇒ 𝛼 = 31°



.مثلث همرس اندعمود منصف های اضلاع هر : قضیه 

  

  

  

OA OB

OB OC

OA OC

یکدیگر ACو ABفرض کنیم عمود منصف های اضلاع : اثبات 
.  قطع کرده باشند 𝑂را در نقطه 

O عمود منصف ضلع رویABقرار دارد

O روی عمود منصف ضلعACقرار دارد

O روی عمود منصف ضلعBCقرار دارد

.همرس اند Oدر نقطه عمود منصف پس هر سه 

𝐴را به راس های   𝑂نقطه   ,𝐵 ,𝐶 بنا به ویژگی . می کنیموصل
:عمود منصف 

A

B C

d’𝑑

O

d"



.تبا نیمسازهای دو زاویه خارجی دیگر همرس اسمثلث یک داخلی زاویه هر ثابت کنید نیمساز : سوال  
A

B
C

  

  

  

OM OH

OM ON

ON OH

H

N

M

O

𝐶و 𝐵فرض کنیم نیمساز های زاویه های خارجی  : اثبات 
.  قطع کرده باشند 𝑂یکدیگر را در نقطه 

O روی نیمساز زاویهBقرار دارد

O روی نیمساز زاویهCقرار دارد

O روی نیمساز زاویهAقرار دارد

.همرس اند Oپس هر سه نیمساز در نقطه 

𝑂𝑀عمودهای  ,𝑂𝑁 ,𝑂𝐻  را به ترتیب بر امتداد اضلاع
𝐴𝐵 ,𝐴𝐶 ,𝐵𝐶بنا به ویژگی نیمساز . وارد می کنیم:
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N

M

H

A

B C

O

ارتفاع های وارد بر AH,BM,CNفرض کنیم : اثبات 
.  باشندBC,AC,ABاضلاع 

C’
B’

A’

 
 

  
 

BC AB
ABCB ; AB BC

AB B C
1

متوازی الاضلاع

متوازی الاضلاع

 
 

  
 

BC B C
AH B C

AH BC
4

AH عمود منصفB’C’است.

لذا بنا به قضایای . هستند’A’B’Cمثلث از ’A’C’,A’Bعمود منصف های اضلاع  BM,CNبه طریق مشابه
.  اند همرس AH,BM,CNقبل

 
 

  
 

AC BC
C BCA ; AC BC

BC AC
2

       , AB AC1 2 3

   ,3 4

آن سه خط به موازات اضلاع ABC∆راس های مثلث از 
.  کنندقطع ′𝐴′,𝐵′,𝐶می کنیم تا یکدیگر را در نقاط رسم 



.هستندگزارهزیرجملاتازکدامیک:مثال

.استاولعددیکپیعدداعشارازبعدرقمهزارمین:الف

استدرجه180ضلعیچهارهرداخلیهایزاویهمجموع:ب

.نوشتاولعدددومجموعصورتبهتوانمیرا2ازبزرگترزوجطبیعیعددهر:ج

.زیباترندهامثلثازهاضلعیچهار:د
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:پاسخ

کاملاولیاستدشوارمابرایخبریجملهاینارزشآوردنبدستچهاگر:الف
یکجملهاینپساستغلطدقیقایادرستدقیقاجملهاینارزشکهاستمشخص

.استگزاره

ارزشپس.استدرجه360چهارضلعیهرداخلیهایزاویهمجموعدانیممی:ب
.استگزارهیکجملهاینپساستغلطدقیقاخبریجملهاین

یااتاثببهموفقکنونتاوکسیاستمعروفگلدباخحدسبهخبریجملهاین:ج
لطغدقیقایادرستدقیقاجملهاینارزشکهاستمشخصکاملاولینشدهآنرد

.استگزارهیکجملهاینپساست

تواندنمیهیچگاهخبریجملهاینپساستایسلیقهونسبیمفهومیکزیبایی:د
.نیستگزارهیکجملهاینپسباشدغلطمطلقطوربهیادرستمطلقطوربه

.نیستگزارهیکجملهاینپس.نیستخبریجملهیکجملهاین:هـ
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دقیقاآنارزشکهجدیدیگزارهیعنیگزارهیکنقیض:گزاره(نفی)نقیضتعریف
.باشداصلیگزارهارزشمخالف

.بنویسیدرازیرهایگزارهازهریکنقیض:مثال

.استفرد2:الف

(.نیستفرد2)≡(.استزوج2)≡(.باشدفرد2کهنیستچنین):پاسخ

3>2:ب

𝟑)≡(3>2کهنیستچنین):پاسخ ≯ 𝟐) ≡ (𝟑 ≤ 𝟐)

.داردتقارنمحورچهارمربعهر:ج

≡(.باشدداشتهتقارنمحورچهارمربعهرکهنیستچنین):پاسخ
(.باشدنداشتهتقارنمحورچهارکهداردوجودمربعی)
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گفته می شودنقض مثالبه مثالی که نشان دهد یک نتیجه گیری یا حدس کلی نادرست است : تعریف مثال نقض

.به کمک مثال نقض نادرستی هر یک از حکم های کلی زیر را نشان دهید: 1مثال 

.مجذور هر عدد از خودش بزرگتر است: الف 
.مجموع دو عدد گنگ عددی گنگ است: ب 
.عدد محیط هر چند ضلعی از عدد مساحتش کمتر است: ج 
.هر متوازی الاضلاع لوزی است: د 

:  پاسخ 

:    ب :                                      الف 

.است که از محیط کمتر است6است ولی مساحت آن 10دارای محیط 2و 3مستطیلی به ابعاد : ج 

.در بعضی از متوازی الاضلاع ها طول اضلاع برابر نیست و لذا نمی توانند لوزی باشند: د 

 / /
20 1 0 1

a
a b

b

   
   

   

1 2
1 2

3 2
 3 2  4



.آن مثلث دو زاویه  برابر داردآنگاه ضلع برابر داشته باشد دو  مثلثی اگر: قضیه شرطی : 1مثال 

(حصحی. )آن مثلث دارای دو ضلع برابر استآنگاه مثلثی دو زاویه ی برابر داشته باشد اگر: عکس قضیه 

صل اگر جای فرض و حکم در یک قضیه شرطی عوض شود ، عبارت شرطی حا: تعریف عکس قضیه شرطی

.را عکس قضیه ی شرطی می نامند

.حکم کلی است که درستی آن ثابت شده باشد: تعریف قضیه

:هر قضیه شرطی یک جمله شرطی است و صورت کلی قضیه های شرطی عبارت است از : توجه 

«حکمآنگاهفرضاگر » 

𝒑به زبان ریاضی قضیه شرطی بصورت   ⇒ 𝒒 می شودبیان.

قطرهایش بر هم عمودندآنگاه. یک چهارضلعی مربع باشد اگر: قضیه شرطی : 2مثال 

(غلط. )آن چهارضلعی  مربع است آنگاهقطرهای یک چهار ضلعی بر هم عمود باشنداگر: عکس قضیه 



ین دو آنگاه ا. اگر عکس یک قضیه ی شرطی ، خود یک قضیه ی شرطی باشد: تعریف قضیه دو شرطی 

.قضیه را بصورت یک قضیه ی دو شرطی بیان می کنند

حکماگر وتنها اگر فرض:   قضیه دو شرطی 

ود عکس هریک از قضیه های زیر را نوشته سپس اگر عکس قضیه ی شرطی ، خود یک قضیه ی شرطی ب: 1مثال 

.ان دهیددر غیر این صورت نادرستی آن را به کمک مثال نقض نش. آنرا بصورت یک قضیه ی دو شرطی بیان کنید

.آن چهارضلعی ، متوازی الاضلاع استآنگاه. یک چهارضلعی مستطیل باشداگر: الف

.آن چهارضلعی ، مستطیل استآنگاه. یک چهارضلعی متوازی الاضلاع باشداگر: عکس قضیه :  پاسخ 

.شکل مقابل متوازی الاضلاع است: مثال نقض 

.زیرا زاویه ی قائمه ندارد. ولی مستطیل نیست



.نداضلاع متناظر آنها مساوی اآنگاه. دو مثلث همنهشت باشنداگر: ب 

آن دو مثلثآنگاه .اضلاع متناظر دو مثلث مساوی باشنداگر: عکس قضیه شرطی :  پاسخ 

(ص .  )همنهشت اند 

.اضلاع نظیر آنها مساوی باشنداگر وتنها اگر دو مثلث همنهشت اند: قضیه دو شرطی 

:  عکس قضیه شرطی :  پاسخ 

(غ . )آن چهار ضلعی لوزی استآنگاه. قطرهای یک چهار ضلعی بر هم عمود باشند اگر

.قطرهای چهار ضلعی مقابل بر هم عمودند ولی لوزی نیست: مثال نقض 

.قطرهایش بر هم عمودندآنگاهیک چهارضلعی لوزی باشد اگر: ج



1یادآوری 

در هر مثلث متساوی الساقین زاویه های روبرو به ساق ها مساوی اند

اندازه هر زاویه خارجی مثلث برابر است با مجموع اندازه های دو زاویه داخلی 

پس هر زاویه خارجی مثلث از هر زاویه داخلی غیر مجاورش . غیر مجاورش 

.بزرگتر است

2یادآوری 



بزرگتر است از اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند آنگاه زاویه مقابل به ضلع بزرگتر ،: قضیه 

.زاویه ی مقابل به ضلع کوچکتر



AC:فرض  AB B̂ˆ:حکم  C

D

12

1
را Dنقطه ACروی ضلع بزرگتر یعنی : اثبات 

AD: اختیار می کنیم که  = AB

   ˆ ˆABD ;AD AB B D 1
1 1

    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆABC ;B B B B B 2
1 2 1

    ˆ ˆˆ ˆ ˆDBC ;D B C D C 3
1 2 1

       ˆˆ, , B C1 2 3



برهان خلف



م ثابت به عبارت دیگر در برهان خلف به جای آنکه که طور مستقی
ثابت کنیم که خلاف حکم باید کنیم که حکم درست است 

.استنادرست 
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فرض

 ˆB̂ C

حکم
AC AB

A

B C
فرض کنیم                 : برهان خلف 

:  در این صورت 

AC AB

ت   اگر                      مثلث  متساوی الساقین خواهد بود لذا              که خلاف فرض اس( 1 AC AB ˆB̂ C

ACاگر  ( 2 < AB لع کوچکتر قبل در هر مثلث زاویه مقابل به ضلع بزرگتر از زاویه مقابل به ضقضایای بنا به

𝐁، بزرگتر است لذا     < 𝐂 که این نیز خلاف فرض است.

ACبنا براین  > AB

ر ، بزرگتر بزرگتزاویه ی مقابل به ضلع نابرابر باشند آنگاه زاویه اگر در مثلثی دو : قضیه 

.کوچکترزاویه ی به ضلع مقابل است از 
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بزرگتر است از اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند آنگاه زاویه مقابل به ضلع بزرگتر ،: قضیه 

.زاویه ی مقابل به ضلع کوچکتر

زرگتر ، بزاویه ی مقابل به ضلع نابرابر باشند آنگاه زاویه اگر در مثلثی دو : عکس قضیه 

.کوچکترزاویه ی به ضلع مقابل بزرگتر است از 

اویه زاگر و تنها اگر . در  هر مثلث یک ضلع از ضلع دیگر بزرگتر است : قضیه دو شرطی 

.باشد ضلع کوچکتربه از زاویه ی  مقابل ، بزرگتر ضلع بزرگتر به مقابل 



.کردواردخطانبرعمودیکازبیشتواننمیخطیکخارجنقطهیکازکنیدثابت:مثال

.داردوجودdخطبرواقعغیرAماننداینقطه:فرض

.کردواردdخطبرعمودیکازبیشتواننمیAنقطهاز:حکم

.اندکردهقطعCوBنقاطدرآنراکهشدهرسمdخطبرعموددوAنقطهازکنیمفرض:خلفبرهان

پس.استممکنغیراینکهاستدرجه180ازبیشABCمثلثداخلیهایزاویهمجموعصورتایندر
.استممکنغیرخطیکبرنقطهیکازمتمایزعموددورسم

A

d CB
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:قضیه نامساوی مثلث 
.در هر مثلث مجموع طول های هر دو ضلع از طول ضلع سوم بزرگتر است

12

A

B C

D

فرض
ABC

حکم
 

 

 

) AB AC BC

) AB BC AC

) AC BC AB

1

2

3

امتداد می دهیم ACبه اندازه ی  Aرا از طرف ABضلع : اثبات 

 ˆˆACD; AD AC D C   1
1

ع مقابل به بنا به قضایای قبل  می دانیم در هر مثلث  ضلع مقابل به زاویه بزرگتر ، بزرگتر است از ضل

زاویه کوچکتر پس   ˆ ˆDBC ;C D BD BC   2

 
 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆDBC ;C C C C C C D    

1
2

1 2 1

 
AB AD BC AB AC BC    

1



محدبضلعیچندراباشندکمتردرجه180ازآنداخلیهایزاویهتمامکهضلعیچندهر:یادآوری
(اولمتوسطههفتمریاضی)نامندمی

CDوبزرگترینABاگر.نداردوجودبرابریضلعدوهیچABCDمحدبچهارضلعیدر:مثال
መ𝐴:کنیدثابتباشدآنضلعکوچکترین < መ𝐶

کنیممیرسمراACقطر:پاسخ

∆ABC: AB > BC → C1 > A1
A B

CD

1
2

12
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∆ABC: AD > CD → C2 > A2

→ C1 + C2> A1 + A2 → C > A



A

B

C

D

:ازیرنیستالساقینمتساویACDمثلث–خیر:پاسخ

𝐴𝐶 = 𝑏 , 𝐴𝐷 = 𝑐 , 𝐶𝐷 = 𝑎
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∆𝐴𝐵𝐶: 𝐵 > 𝐶1 → 𝑏 > 𝑎1

1

1
∆𝐴𝐶𝐷: 𝐴𝐶𝐷 > 𝐷1 → 𝑐 > 𝑏

→ 𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐



.کندمیقطعAنقطهدررا𝑎خط𝑐خطواندموازی𝑎,𝑏خطدو:فرض

.کندمیقطعنیزرا𝑏خط𝑐خط:حکم
𝑎

𝑏

𝑐

𝐴

و𝑎متمایزخطدوAنقطهازپسbԡcیعنی.کندنمیقطعرا𝑏خط𝑐خطکنیمفرض:اثبات
𝑐بادوهرکهگذرندمی𝑏خطدولذا.استممکنغیراینواندموازیbو𝑐اندمتقاطع.
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AB:فرض ≠ AC

B:حکم ≠ C

CB

A

Bکنیمفرض:اثبات = Cارتفاعصورتایندر
AHکنیممیرسمرا.

H

ൡ
B = C
H1 = H2
AH = AH

→ ∆𝐴𝐵𝐻 ≅ ∆𝐴𝐶𝐻 → 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

Bلذاداردتناقضقضیهفرضبااخیرنتیجهکه ≠ C

1 2

91



غلط:الف

°10:نقضمثال + 20° + 150° = °150ولی180° ≮ 4 × 10°

C

B

غلط:ب
5و4و3اضلاعبهالزاویهقائممثلث:نقضمثال

A

4
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.دباشمربعیکلوزیهرکهنیستچنین:الف

.باشدنمربعکهباشدداشتهوجودمستطیلیکهنیستچنین:ب

.اردندوجودقائمهیزاویهدوبامثلثیکهنیستچنین:پ

.دباشنجامدفلزاتیهمهکهنیستچنین:ت
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.نباشدمربعکهلوزییداردوجود≡

.نباشدمربعکهنداردوجودمستطیلی≡

.اندقائمهآنیزاویهدوکهداردوجودمثلثی≡

.نباشدجامدکهداردوجودفلزی≡



.اندمساوینیزآنهابهروبرواضلاعآنگاهباشندمساویزاویهدواگرمثلثهردر:الف

.استلوزیچهارضلعیآنآنگاهباشندیکدیگرمنصفعمودچهارضلعییکقطرهاییکاگر:ب

.برابرندهمبانیزضلعسهآنگاهباشندبرابرهمبازاویهسهاگرمثلثهردر:پ

.برابرندنیزهایشانشعاعآنگاه.باشندمساویدایرهدوهایمساحتاگر:ت
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𝐷2مثلثخارجییزاویهABDاست.

መ𝐴1 = መ𝐴2.
𝐷2داریمACDمثلثدرزیرا > መ𝐴2

𝐷1:ت  > መ𝐴2
𝐴1= 𝐴2 𝐷1 > መ𝐴1

𝐴𝐵 > 𝐵𝐷 , 𝐴𝐶 > 𝐶𝐷 → ∶ ث

95

→ ∆𝐴𝐵𝐷: 𝐴𝐵 > 𝐵𝐷

𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 > 𝐵𝐷 + 𝐶𝐷→ 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 > 𝐵𝐶

ربزرگت،سومضلع



فکر کنید
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کسعکهصورتیدر.بنویسیدرازیرهایقضیهازهریکعکس
کمکهبصورتاینغیردروکنیدثابتراآن.باشددرستقضیه
.کنیدردراآننقضمثال

یهازاویهنیمسازهایطول،الساقینمتساویمثلثهردر:الف
.اندمساویهاساقمتناظرداخلی

هایزاویهنیمسازهایطول،الساقینمتساویمثلثهردر:ب
.اندمساویهاساقمتناظرخارجی
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نسبت و تناسب

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان 2

کسرباشندصفرمخالفوحقیقیعدددوbوaاگر:نسبت
𝑎

𝑏
را

.نامندمینسبتیک

.ندناممیتناسبرانسبتدوتساویازحاصلعبارت:تناسب

تناسبدر:وسطینطرفین
𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
،𝑎,𝑑وطرفینرا𝑏,𝑐را

زیرانامندمیوسطین
𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
↔ 𝑎 ÷ 𝑏 = 𝑐 ÷ 𝑑

𝑎,𝑑 در دو طرف تساوی و𝑏,𝑐در وسط تساوی قرار دارند



ویژگی های تناسب
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1.
a

b
=

c

d
↔ ad = bc                                            طرفین وسطین
a

b
=
c

d

×𝑏𝑑 a

b
𝑏𝑑 =

c

d
𝑏𝑑 ↔ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐

2.
a

b
=

c

d
↔

d

b
=

c

a
تعویض 

طرفین                                                                     
a

b
=
c

d
↔ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 ↔

𝑏𝑐

𝑎𝑏
=
𝑎𝑑

𝑎𝑏
↔

𝑐

𝑎
=
𝑑

𝑏

3.
a

b
=

c

d
↔

a

c
=

b

d
تعویض وسطین                                                               

4.
a

b
=

c

d
↔

b

a
=

d

c
معکوس کردن دو طرف                                                   
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5.
a

b
=

c

d
↔

a+b

b
=

c+d

d
ترکیب در صورت                                                  

a

b
=
c

d

+1 a

b
+ 1 =

c

d
+ 1 ↔

a + b

b
=
c + d

d

6.
a

b
=

c

d
↔

a−b

b
=

c−d

d
تفصیل در صورت                                                  

a

b
=
c

d

−1 a

b
− 1 =

c

d
− 1 ↔

a − b

b
=
c − d

d

7.
a

b
=

c

d
↔

a

a+b
=

c

c+d
ترکیب در مخرج                                                  

a

b
=

c

d
↔

b

𝑎
=

d

c

+1 b

a
+ 1 =

d

c
+ 1 ↔

a+b

a
=

c+d

c
↔

a

a+b
=

c

c+d

8.
a

b
=

c

d
↔

a

a−b
=

c

c−d
تفصیل در مخرج                                                  

a

b
=

c

d
↔

b

𝑎
=

d

c

+1
1 −

b

a
= 1 −

d

c
↔

a−b

a
=

c−d

c
↔

a

a−b
=

c

c−d
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اگر -9
a

b
=

c

d
=

𝑒

𝑓
= 𝑘    آنگاه𝑎+𝑐+𝑒

𝑏+𝑑+𝑓
= 𝑘

𝑎

𝑏
= 𝑘 → 𝑎 = 𝑘𝑏

𝑐

𝑑
= 𝑘 → 𝑐 = 𝑘𝑑

𝑒

𝑓
= 𝑘 → 𝑒 = 𝑘𝑓

→
𝑎 + 𝑐 + 𝑒

𝑏 + 𝑑 + 𝑓
=
𝑘𝑏 + 𝑘𝑑 + 𝑘𝑒

𝑏 + 𝑑 + 𝑓
=
𝑘(𝑏 + 𝑑 + 𝑓)

𝑏 + 𝑑 + 𝑓
= 𝑘
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را میانگین  bعدد ( : واسطه هندسی ) تعریف میانگین هندسی

𝑏2می نامند هرگاه a , cهندسی دو عدد  = 𝑎𝑐 یا
𝑎

𝑏
=

𝑏

𝑐

𝑏2 = 9 × 16 = 144 → 𝑏 = ±12

.را حساب کنید9و 16میانگین هندسی دو عدد : مثال
:پاسخ 
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.حساب کنیدyو xدر تناسب زیرمقادیر : 1مثال 
12

𝑥−1
=

𝑥+𝑦

24
=

21

28

12

𝑥 − 1
=
21

28
=
3

4
→ 3𝑥 − 3 = 48 → 3𝑥 = 51 → 𝑥 = 17

𝑥 + 𝑦

24
=
21

28
=
3

4
→
17 + 𝑦

24
=
3

4
→ 68 + 4𝑦 = 72

→ 4𝑦 = 4 → 𝑦 = 1

:پاسخ 
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اگر : 2مثال 
2𝑎+3𝑏

3𝑎+2𝑏
=

12

13
حاصل 

(𝑎−2𝑏)2+(2𝑎+𝑏)2

(𝑎+𝑏)2+𝑎𝑏
را بدست آورید   

2𝑎 + 3𝑏

3𝑎 + 2𝑏
=
12

13
→ 26𝑎 + 39𝑏 = 36𝑎 + 24𝑏

→ 39𝑏 − 24𝑏 = 36𝑎 − 26𝑎

→ 15𝑏 = 10𝑎 →
𝑎

𝑏
=

15

10

→
𝑎

𝑏
=

3

2
→ 𝑎 = 3𝑡 , 𝑏 = 2𝑡

(𝑎 − 2𝑏)2+(2𝑎 + 𝑏)2

(𝑎 + 𝑏)2+𝑎𝑏
=
(3𝑡 − 4𝑡)2+(6𝑡 + 2𝑡)2

(3𝑡 + 2𝑡)2+(3𝑡)(2𝑡)

=
𝑡2+64𝑡2

25𝑡2+6𝑡2
=

65𝑡2

31𝑡2
=

65

31

:پاسخ 



A B
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و دیگری بر aبه طول ABبر پاره خط مفروض Qو Pیکی از دو نقطه : 3مثال 
bبرابر Bو Aچنان قرار دارند که نسبت فاصله های آنها از ABامتداد پاره خط 

.حساب کنید bو aفاصله ی این دو نقطه را بر حسب . باشد 

𝐴𝐵 = 𝑎 ,
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑄

𝑄𝐵
= 𝑏

𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝑏

1
→
𝐴𝑃 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
𝑏 + 1

1
→
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
𝑏 + 1

1
→

𝑎

𝑃𝐵
=
𝑏 + 1

1

بدون کاستن از کلیت مساله فرض:پاسخ 
باشد Qو Pبین نقاط Bکنیم نقطه 

P Q

→ 𝑃𝐵 =
𝑎

𝑏 + 1
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
𝑏

1
→
𝐴𝑄 − 𝑄𝐵

𝑄𝐵
=
𝑏 − 1

1
→
𝐴𝐵

𝑄𝐵
=
𝑏 − 1

1
→ 𝑄𝐵 =

𝑎

𝑏 − 1

→ 𝑃𝑄 = 𝑃𝐵 + 𝐵𝑄 =
𝑎

𝑏 + 1
+

𝑎

𝑏 − 1
=

2𝑎𝑏

𝑏2 − 1
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𝑎اگر  :4مثال + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏مقدار8 + 𝑎𝑐 را با توجه به تناسب زیر

𝑎.  حساب کنید + 𝑏

𝑐 + 8
=
𝑏 + 2𝑐 + 1

𝑏 + 11
=
𝑎 + 10

𝑎 + 18 :پاسخ
𝑎 + 𝑏

𝑐 + 8
=
𝑏 + 2𝑐 + 1

𝑏 + 11
=
𝑎 + 10

𝑎 + 18
= 𝑘

→ 𝑘 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑏 + 2𝑐 + 1 + 𝑎 + 10

𝑐 + 8 + 𝑏 + 11 + 𝑎 + 18
=
2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 + 11

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 37

→ 𝑘 =
2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 11

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 37
→ 𝑘 =

2(8) + 11

8 + 37
=
27

45
=
3

5

→
𝑎 + 10

𝑎 + 18
=
3

5
→ 5𝑎 + 50 = 3𝑎 + 54→ 2𝑎 = 4 → 𝑎 = 2

→ 2 + 𝑏 + 𝑐 = 8 → 𝑏 + 𝑐 = 6

→ 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 = 𝑎 𝑏 + 𝑐 = 2 × 6 = 12
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از مثلث های ′BC,B′Cارتفاع های وارد بر اضلاع ′AH,A′Hاگر : 5مثال

ABC ,A′B′C′ باشند وAH = A′H′ ثابت کنید:
S∆ABC

S∆A′B′C′
=

BC

B′C′

:پاسخ 

S∆ABC
S∆A′B′C′

=

1
2
AH × BC

1
2
A′H′ × B′C′

=

1
2
AH × BC

1
2
AH × B′C′

=
BC

B′C′

A

B CH

A′

B′ C′H′
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𝑆∆𝐴𝐵𝐶
𝑆∆𝐴𝐶𝐷

=
𝐵𝐶

𝐶𝐷

𝑆∆𝐴𝐵𝐶
𝑆∆𝐴𝐶𝐷

=

1
2
𝑎 × ℎ

1
2
𝑎 × ℎ

= 1

𝑎
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:پاسخ 

𝑥

2
=

𝑦

3
=

𝑧

6
=
3

5
→

𝑥+𝑦+𝑧

2+3+6
=

3

5
→

𝑥+𝑦+𝑧

11
=
3

5

→ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =
11 × 3

5
=
33

5
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:پاسخ 

𝑏2 = 10 × 8 = 80 → 𝑏 = 80 = 16 × 5 = 4 5
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𝑆∆𝐴𝐶𝐸:فرض کنیم :پاسخ  = 𝑎

→ 𝑆∆𝐴𝐷𝐸=
𝑎

3
, 𝑆∆𝐴𝐵𝐷 =

𝑎

2

→ 𝑆∆𝐴𝐵𝐶= 𝑎 +
𝑎

3
+
𝑎

2
=
11

6
𝑎

𝐷𝐸

𝐵𝐷
=
𝑆∆𝐴𝐷𝐸
𝑆∆𝐴𝐵𝐷

=

𝑎
3
𝑎
2

=
2

3

𝐵𝐶

𝐷𝐸
=
𝑆∆𝐴𝐵𝐶
𝑆∆𝐴𝐷𝐸

=

11𝑎
6
𝑎
3

=
33𝑎

6𝑎
=
11

2
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:پاسخ 

𝑑 ∥ 𝑑′ → 𝑆∆𝐴𝐵𝐶= 𝑆∆𝐵𝐶𝐷 = 8 𝑐𝑚2

→
1

2
𝐶𝐻 × 𝐵𝐷 = 8 →

1

2
𝐶𝐻 × 6 = 8

→ 3𝐶𝐻 = 8 → 𝐶𝐻 =
8

3

H
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𝑆∆𝐴𝐵𝐶
𝑆∆𝐴𝐶𝐷

=
𝐵𝐶

𝐶𝐷

𝑆∆𝐴𝐵𝐶
𝑆∆𝐴𝐶𝐷

=

1
2
𝑎 × ℎ

1
2
𝑎 × ℎ

= 1

𝑎
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ABاگر خطی اضلاع : قضیه تالس و AC از مثلثABC را در دو

Mنقطه  و N قطع کند و باBC آنگاه . موازی باشد
AM

MB
=

AN

NC
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BNپاره خط های : اثبات  و CM را رسم می کنیم:
A

B C

M N

∆𝐴𝐵𝑁:
𝑆∆𝐴𝑀𝑁
𝑆∆𝑀𝑁𝐵

=
𝐴𝑀

𝑀𝐵
(1)

∆𝐴𝐶𝑀:
𝑆∆𝐴𝑀𝑁
𝑆∆𝑀𝑁𝐶

=
𝐴𝑁

𝑁𝐶
(2)

𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 → 𝑆∆𝑀𝑁𝐵 = 𝑆∆𝑀𝑁𝐶 (3)

1 , 2 , (3) →
AM

MB
=
AN

NC
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𝑀𝑁شکل مقابل 𝐴𝐵𝐶∆در مثلث :1مثال  ∥ 𝐵𝐶 و𝐴𝑀 = 12
𝐴𝐵 = 𝐶𝑁و 30 = .را حساب کنید𝐴𝑁طول پاره خط 15

A

B C

M N

MB = AB − AM = 30 − 12 = 18

MN ∥ BC →
AM

MB
=
AN

NC
→
12

18
=
AN

15

→ AN =
12 × 15

18
= 10

:پاسخ 

12

15

30

18
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𝑀𝑁شکل مقابل 𝐴𝐵𝐶∆در مثلث :2مثال  ∥ 𝐵𝐶 مطلوب است
𝑥محاسبه مقدار 

A

B C

M N

𝑥 − 3

𝑥 − 2

𝑥

𝑥 + 4

MN ∥ BC →
AM

MB
=
AN

NC

→
𝑥 − 3

𝑥 − 2
=

𝑥

𝑥 + 4

→ 𝑥 − 3 (𝑥 + 4) = 𝑥(𝑥 − 2)

→ 𝑥2 + 𝑥 − 12 = 𝑥2 − 2𝑥 → 3𝑥 = 12 → 𝑥 = 4

:پاسخ 
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این سه 𝑎اگر خط . دو به دو موازی اند ′′𝑙,𝑙′,𝑙سه خط :3مثال 
نیز به ترتیب آنها 𝑏و خط 𝐴,𝐵,𝐶خط را به ترتیب در نقاط 

: ثابت کنید .قطع کند′𝐴′,𝐵′,𝐶را در نقاط
𝐴𝐵

𝐴′𝐵′
=

𝐵𝐶

𝐵′𝐶′

A

B

C

𝑙′ 𝐵′

𝑙

𝑙′′

𝐴′

𝐶′

∆ACC′: BD ∥ CC′ →
AB

BC
=
AD

DC′
(1)

را رسم نموده ′𝐴𝐶پاره خط : اثبات 
.قطع کند𝐷را در نقطه ′𝑙تا

𝐷

∆AA′C: AA′ ∥ B′D →
A′B′

B′C′
=
AD

DC′
(2)

1 , 2 →
AB

BC
=
A′B′

B′C′

سطینو عویضت 𝐴𝐵

𝐴′𝐵′
=

𝐵𝐶

𝐵′𝐶′

𝑎 𝑏
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AEدر شکل مقابل : 4مثال  ∥ BD وBE ∥ CD ثابت کنید:
OA

AB
=
OB

BC

A

B

C

D
O

∆OBD: BD ∥ AE →
OA

AB
=
OE

ED
(1)

:اثبات 

E

∆OCD: BE ∥ CD →
OB

BC
=
OE

ED
(2)

1 , 2 →
OA

AB
=
OB

BC
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.است BCمیانه وارد بر AMشکل مقابل ABC∆در مثلث :5مثال
را در نقطه AMخطی را چنان رسم می کنیم که میانه Bاز رأس 

N نصف کرده و ضلعAC را درEمطلوب است محاسبه . کند
AE

EC
A

B CM

N

𝐸

∆AMF: EN ∥ FM →
AE

EF
=
AN

NM
= 1

→ 𝐴𝐸 = 𝐸𝐹 1

1 , 2 → 𝐴𝐸 = 𝐸𝐹 = 𝐹𝐶 →
𝐴𝐸

𝐸𝐶
=
1

2

رسم کرده BEخطی موازیMاز نقطه :پاسخ 
:قطع کند Fرا درACتا 

𝐹

∆BCE: BE ∥ FM →
EF

FC
=
BM

MC
= 1 → 𝐸𝐹 = 𝐹𝐶 2
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ABاگر خطی اضلاع : تعمیم قضیه تالس و AC از مثلثABC را در
Mدو نقطه  و N قطع کند و باBC موازی باشد.

آنگاه 
AM

AB
=

AN

AC
=

MN

BC
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:اثبات 
A

B C

M N

∆𝐴𝐵𝐶:𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 →
𝐴𝑀

𝑀𝐵
=
𝐴𝑁

𝑁𝐶

→
𝐴𝑀

𝐴𝑀 +𝑀𝐵
=

𝐴𝑁

𝐴𝑁 + 𝑁𝐶
→
𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
𝐴𝑁

𝐴𝐶
(1)

رسم نموده تاABخطی موازی Nاز نقطه 
BC را در نقطهEقطع کند.

2پس . متوازی الاضلاع است MNEBچهار ضلعی  MN = BE

E

∆𝐴𝐵𝐶: 𝐸𝑁 ∥ 𝐴𝐵 →
𝐴𝑁

𝑁𝐶
=
𝐵𝐸

𝐸𝐶

→
𝐴𝑁

𝐴𝑁 + 𝑁𝐶
=

𝐵𝐸

𝐵𝐸 + 𝐸𝐶
→
𝐴𝑁

𝐴𝐶
=
𝐵𝐸

𝐵𝐶
(3)

1 , 2 , 3 →
𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
𝐴𝑁

𝐴𝐶
=
𝑀𝑁

𝐵𝐶
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𝑀𝑁شکل مقابل 𝐴𝐵𝐶∆در مثلث :1مثال  ∥ 𝐵𝐶 مطلوب است
𝑥محاسبه مقادیر  و y

A

B C

M N

2𝑥 + 1

3𝑥 + 1

6

8

MN ∥ BC →
AM

MB
=
AN

NC

→
2𝑥 + 1

3𝑥 + 1
=
6

8
18𝑥 + 6 = 16𝑥 + 8

2𝑥 = 2 → 𝑥 = 1

MN ∥ BC →
AN

AC
=
MN

BC
→

6

14
=
𝑦 − 1

2𝑦

𝑦 − 1

2𝑦

12𝑦 = 14𝑦 − 14 → −2𝑦 = −14 → 𝑦 = 7

:پاسخ 



آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان 30

𝑀𝑁شکل مقابل 𝐴𝐵𝐶∆در مثلث :2مثال ∥ 𝐵𝐶 اگر. است
𝑥مقادیر . باشد15مساوی 𝐴𝑀𝑁محیط مثلث  و y و zرا
A.حساب کنید

B C

M N

𝑥

8

𝑦

10

MN ∥ BC →
AM

AB
=
AN

AC
=
𝑀𝑁

𝐵𝐶

→
𝑥

𝑥 + 8
=

𝑦

𝑦 + 10
=

𝑧

𝑧 + 12

→ 𝑘 =
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

30
=
15

30
=
1

2
→ 𝑘 =

1

2

𝑧

𝑧 + 12

→ 𝑥 = 4 , 𝑦 = 5 , 𝑧 = 6

→
𝑥

𝑥 + 8 − 𝑥
=

𝑦

𝑦 + 10 − 𝑦
=

𝑧

𝑧 + 12 − 𝑧

→
𝑥

8
=

𝑦

10
=

𝑧

12
= 𝑘
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′AAدر شکل مقابل :3مثال ∥ BB′ ∥ CC′ ثابت کنید:
1

𝑎
+
1

𝑏
=
1

𝑐

A BC

𝑎

𝐴′

∆ABA′: AA′ ∥ CC′ →
CC′

AA′
=
BC

AB
(1)

𝑏

𝑐

:پاسخ 

𝐶′

𝐵′

∆ABB′: BB′ ∥ CC′ →
CC′

BB′
=
AC

AB
(2)

1 , 2 →
CC′

BB′
+
CC′

AA′
=
BC

AB
+
AC

AB
→
CC′

BB′
+
CC′

AA′
=
AB

AB

→
𝑐

𝑏
+
𝑐

𝑎
= 1

÷𝑐 1

𝑏
+
1

𝑎
=
1

𝑐
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𝑀𝑁شکل مقابل𝐴𝐵𝐶∆در مثلث :4مثال  ∥ 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐶

: ثابت کنید 
𝐸𝑀

𝐴𝐵
=
𝐹𝑁

𝐴𝐶

A

B C

M N

𝐸 𝐹

∆ABC: MN ∥ BC →
AM

AB
=
AN

AC
1

∆ABC: EF ∥ BC →
AE

AB
=
AF

AC
2

:پاسخ 

1 , 2 →
AE

AB
−
AM

AB
=
AF

AC
−
AN

AC
→
𝐸𝑀

𝐴𝐵
=
𝐹𝑁

𝐴𝐶
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ABاگر خطی اضلاع : عکس قضیه تالس و AC از مثلثABC را در

Mدو نقطه  و N قطع کند و
AM

MB
=

AN

NC
MNآنگاه  ∥ BC

A

B C

M N
𝐹

رسم 𝐵𝐶خطی موازی Mاز نقطه : اثبات 
.قطع کند 𝐹را در نقطه 𝐴𝐶نموده تا 

𝐹باید نشان دهیم که نقاط  ,𝑁 یکی
.هستند

∆ABC:MF ∥ BC →
AM

AB
=
AF

AC
1

رضف :
AM

MB
=
AN

NC
→

AM

𝐴𝑀 +MB
=

AN

AN + NC
→
AM

AB
=
AN

AC
2

1 , 2 →
AN

AC
=
AF

AC
→ 𝐴𝑁 = 𝐴𝐹

𝐹پس نقاط  ,𝑁 لذا  .بر هم منطبق اندMN ∥ BC
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ABاگر خطی اضلاع : نتیجه  و AC از مثلثABC را در دو نقطه

M و N قطع کند و
AM

AB
=

AN

AC
MNآنگاه ∥ BC

A

B C

M N
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ABدر شکل مقابل خطی اضلاع : 1مثال و AC از مثلثABC را در
Mدو نقطه  و N قطع می کند با توجه به مقادیر داده شده

MNبررسی کنید آیا  ,BC موازی اند یا خیر.

A

B C

M N

𝐴𝑀: الف  = 8 ,𝑀𝐵 = 10,𝐴𝑁 = 12,𝐴𝐶 = 27
NC:پاسخ = AC − AN = 27 − 12 = 15

AM × NC = 8 × 15 = 120

AN ×MB = 12 × 10 = 120
→ AM × NC = AN ×MB

→
𝐴𝑀

𝑀𝐵
=
𝐴𝑁

𝑁𝐶
→ 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶
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A

B C

M N

𝐴𝑀: ب  = 1 + 3 ,𝑀𝐵 = 3 2 + 6𝐴𝑁 = 2 3,𝑁𝐶 = 6 2

:پاسخ
AM × NC = 1 + 3 6 2 = 6 2 + 6 6

AN ×MB = 2 3 3 2 + 6 = 6 6 + 2 12 = 6 6 + 6 2

→ AM × NC = AN ×MB

→
𝐴𝑀

𝑀𝐵
=
𝐴𝑁

𝑁𝐶
→ 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶
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A

B C

M N

𝐴𝑀: ج  = 2 + 3 ,𝑀𝐵 = 3 2 ,𝐴𝑁 = 2 3,𝑁𝐶 = 2 − 3

:پاسخ
AM × NC = 2 + 3 2 − 3 = 4 − 3 = 1

AN ×MB = 2 3 3 2 = 6 6

→ AM × NC ≠ AN ×MB

→
𝐴𝑀

𝑀𝐵
≠
𝐴𝑁

𝑁𝐶
→ 𝑀𝑁 ∦ 𝐵𝐶
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ABدر شکل مقابل خطی وسط ساق های : 2مثال و CD از ذوزنقه
ABCD را در نقاطM ,Nثابت کنید .  نصف می کندMN با دو

.قاعده ذوزنقه موازی است

خطی موازی دو قاعدهMاز نقطه :پاسخ 
.قطع کندEرا در CDرسم نموده تا 

AD ∥ ME ∥ BC →
DE

EC
=
AM

MB
= 1 → DE = EC

A

B C

𝑁𝑀

𝐷

𝐸

.قرار داردNروی نقطه Eباید ثابت کنیم نقطه 

DNاز طرف دیگر بنا به فرض  = NC نقطه پسE روی نقطهN
ADلذا . قرار دارد ∥ MN ∥ BC
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ABدر شکل مقابل خطی از وسط ساق های : 3مثال و CD ذوزنقه
ABCDذشته وقطرهایش را در نقاط گM ,Nقطع می کند   .

.حساب کنید 𝑎,𝑏را بر حسب MNطول پاره خط 
𝐸نقاط:پاسخ  ,𝐹 وسط ساق های

𝐴𝐵 و 𝐶𝐷 هستند پس :𝐸𝐹 ∥ 𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶

∆ABC ∶ EN ∥ BC →
AE

AB
=
EN

BC
=
1

2
→ EN =

𝑎

2

A

B C

𝑁𝑀

𝐷𝑏

𝑎

𝐸 𝐹

∆ABD: EM ∥ AD →
BE

AB
=
EM

AD
=
1

2
→ EM =

𝑏

2

𝑀𝑁 = 𝐸𝑁 − 𝐸𝑀 =
𝑎

2
−
𝑏

2
→ 𝑀𝑁 =

𝑎 − 𝑏

2



آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان 40

غلط درست

درست غلط

غلط درست

درست غلط
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DE ∥ BC →
AD

BD
=
AE

EC
→

2

BD
=

1

0.5
→ 𝐵𝐷 = 1

→ 𝐴𝐵 = 2 + 1 = 3

DE ∥ BC →
AD

AB
=
DE

BC
→
2

3
=
DE

4
→ 𝐷𝐸 =

8

3
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𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 →
𝐴𝑁

𝑁𝐶
=
𝐴𝑀

𝑀𝐵
→
9

𝑥
=
𝑥

4
→ 𝑥2 = 36 → 𝑥 = 6

𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 →
𝐴𝑁

𝐴𝐶
=
𝑀𝑁

𝐵𝐶
→

9

15
=
2𝑦 − 1

8
→

30𝑦 − 15 = 72 → 30𝑦 = 87 → 𝑦 =
87

30
=
29

10
= 2.9
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∆𝑂𝐴′𝐵′: 𝐴𝐵 ∥ 𝐴′𝐵′ →
𝑂𝐴

𝑂𝐴′
=

𝑂𝐵

𝑂𝐵′

∆𝑂𝐵′𝐶′: 𝐵𝐶 ∥ 𝐵′𝐶′ →
𝑂𝐶

𝑂𝐶′
=

𝑂𝐵

𝑂𝐵′

→
𝑂𝐶

𝑂𝐶′
=

𝑂𝐴

𝑂𝐴′
→ 𝐴𝐶 ∥ 𝐴′𝐶′
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∆𝐴𝐷𝐸:𝐵𝐶 ∥ 𝐷𝐸 →
𝐴𝐶

𝐴𝐸
=
𝐴𝐵

𝐴𝐷

∆𝐴𝐷𝐹: 𝐵𝐸 ∥ 𝐷𝐹 →
𝐴𝐸

𝐴𝐹
=
𝐴𝐵

𝐴𝐷

→
𝐴𝐶

𝐴𝐸
=
𝐴𝐸

𝐴𝐹
→ 𝐴𝐸2 = 𝐴𝐶 × 𝐴𝐹
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3

60
=
1

𝑥
→ 3𝑥 = 60 → 𝑥 = 20
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دهاین سوال در اسلایدهای قبل بررسی ش: اثبات 

∆𝐴𝐶𝐷:𝑀𝐸 ∥ 𝐶𝐷 →
𝐴𝑀

𝑀𝐷
=
𝐴𝐸

𝐸𝐶
1

قطع کند𝐸را در نقطه 𝑀𝑁را رسم نموده تا 𝐴𝐶قطر 

𝐸

∆𝐴𝐵𝐶: 𝐸𝑁 ∥ 𝐴𝐵 →
𝐵𝑁

𝑁𝐶
=
𝐴𝐸

𝐸𝐶
2

1 , 2 →
𝐴𝑀

𝑀𝐷
=
𝐵𝑁

𝑁𝐶



فکر کنید
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.نیدکثابترامنلائوسقضیهتالسقضیهکمکبه

اضلاعخطیاگر:منلائوسقضیه
𝐵𝐶,𝐴𝐶,𝐴𝐵مثلثاز𝐴𝐵𝐶آنهاامتدادیا

𝑃,𝑁نقاطدررا ,𝑀آنگاه.کندقطع:
𝐴𝑀

𝑀𝐵
×
𝐵𝑃

𝑃𝐶
×
𝐶𝑁

𝑁𝐴
= 1 𝐴

𝐵 𝐶

𝑀

𝑃

𝑁
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لاع دو مثلث  متشابه اند اگر و تنها اگر اض: تعریف تشابه دو مثلث 
.متناظر آنها متناسب و زاویه های متناظر آنها مساوی باشند

ൢ

A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
= k

A = A′, B = B′, C = C′

⟺ ∆ABC~∆A′B′C′

A

B C

A′

ه می نامند نسبت اضلاع متناظر دو مثلث متشابه را نسبت تشاب: توجه 
.نسبت تشابه دو مثلث است𝑘و در اینجا 

B′ C′
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:نتیجه 
A

B C

A′

آنگاه′′A′B′C′~∆A′′B′′C∆و′ABC~∆A′B′C∆اگر 

∆A′B′C′~∆A′′B′′C′′

B′ C′

A′′

B′′ C′′



آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
51

فرض کنیم خطی اضلاع : اثبات 
AB و AC از مثلثABC را در دو

Mنقطه  و Nو قطع کندMN ∥ BC
:در این صورت 

A

B C

M N

MN ∥ BC → 𝑀1 = 𝐵 مورب𝐴𝐵و 1

MN ∥ BC → 𝑁1 = መ𝐶 مورب𝐴𝐶و 2

MN ∥ BC →
𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
𝐴𝑁

𝐴𝐶
=
𝑁𝑀

𝐵𝐶
3

1 , 2 , 3 → ∆𝐴𝑀𝑁~∆𝐴𝐵𝐶

1 1
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Mنقاط : اثبات  ,Nرا به ترتیب روی اضلاع
AB و AC از مثلثABCچنان انتخاب

AMمی کنیم که  = A′B′,AN = A′C′

A

B

C′

M N

ൡ
𝐴𝑀 = 𝐴′𝐵′
𝐴𝑁 = 𝐴′𝐶′
መ𝐴 = 𝐴′

→ ∆𝐴𝑀𝑁 ≅ ∆𝐴′𝐵′𝐶′ → 𝐵′ = 𝑀1

𝐵=𝐵′
𝐵 = 𝑀1 → 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 → ∆𝐴𝑀𝑁~∆𝐴𝐵𝐶

∆𝐴𝑀𝑁≅∆𝐴′𝐵′𝐶′

∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

B′

A′
C

1 1

ث اگر دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از مثل: قضیه 
.دیگر مساوی باشند آن دو مثلث متشابه اند

መ𝐴 = 𝐴′, 𝐵 = 𝐵′ → ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′
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𝑥شکل مقابل مقادیر 𝐴𝐵𝐶∆در مثلث :2مثال  ,𝑦را حساب کنید
A

B C

M

N

𝛼

𝛼

ൠ
𝑀 = መ𝐶 = 𝛼
መ𝐴 = መ𝐴

→ ∆𝐴𝑀𝑁~∆𝐴𝐵𝐶

AN

AB
=
MN

BC
=
AM

AC
→

y

x + 1
=
10

15
=

𝑥

y + 6

:پاسخ 

y

x + 1
=
2

3
2

3
=

𝑥

y + 6

→ ൞

2𝑥 + 2 = 3𝑦

3𝑥 = 2𝑦 + 12
→ ቐ

2𝑥 − 3𝑦 = −2

3𝑥 − 2𝑦 = 12
→ 𝑥 = 8, 𝑦 = 6

𝑥

𝑦

1

610

15
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Aشکل مقابل ABC∆در مثلث :3مثال  = ارتفاع وارد AHو 90°
AB2: ثابت کنید . بر وتر مثلث است  = BH × BC

A

B CH

ൠ
መ𝐴 = 𝐻1 = 90°

𝐵 = 𝐵
→ ∆𝐴𝐵𝐻~∆𝐴𝐵𝐶

→
BC

AB
=
AC

AH
=
AB

BH
→ AB2 = BH × BC

:داریم 𝐴𝐵𝐻,𝐴𝐵𝐶در دو مثلث : اثبات 

1
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Aشکل مقابل ABC∆در مثلث :4مثال  = ارتفاع وارد AHو 90°
AH2: ثابت کنید . بر وتر مثلث است  = BH × HCA

B CH

ቋ
𝐻1 = 𝐻2 = 90°

𝐵 = መ𝐴2
→ ∆𝐴𝐵𝐻~∆𝐴𝐶𝐻

→
AB

AC
=
AH

HC
=
BH

AH
→ AH2 = BH × HC

:داریم 𝐴𝐵𝐻,𝐴𝐶𝐻در دو مثلث : اثبات 
1 2

1 2

ቋ
∆𝐴𝐵𝐻: 𝐻1 = 90° → መ𝐴1 + 𝐵 = 90°

∆𝐴𝐵𝐶: መ𝐴 = 90° → መ𝐴1 + መ𝐴2 = 90°
→ መ𝐴2= 𝐵
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Aداشته باشیم ABC∆اگر در مثلث : نتایج  = ارتفاع AHو 90°
آنگاه روابط زیر برقرار است. وارد بر وتر باشد

A

B CH
2) AH2 = BH × HC

1)∆𝐴𝐵𝐻~∆𝐴𝐶𝐻~∆𝐴𝐵𝐶

3) AB2 = BH × BC

4) AC2 = CH × BC

5) BC × 𝐴𝐻 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 = 2𝑆∆𝐴𝐵𝐶
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Mنقاط : اثبات  ,Nرا به ترتیب روی اضلاع
AB و AC از مثلثABCمی کنیم چنان انتخاب

AMکه  = A′B′,AN = A′C′

A

B

C′

M N

ൡ
𝐴𝑀 = 𝐴′𝐵′
𝐴𝑁 = 𝐴′𝐶′
መ𝐴 = 𝐴′

→ ∆𝐴𝑀𝑁 ≅ ∆𝐴′𝐵′𝐶′ (1)

1 , 2 → ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

B′

A′
C

و اگر  انداره های دو ضلع از مثلثی با اندازه های د: قضیه 
باشد ، ضلع از مثلث دیگر متناسب و زاویه بین آنها مساوی

.آن دو مثلث متشابه اند

መ𝐴 = 𝐴′,
𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
→ ∆𝐴𝐵𝐶 ∶

𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
𝐴𝑁

𝐴𝐶
→ 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 → ∆𝐴𝑀𝑁~∆𝐴𝐵𝐶 (2)
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:پاسخ 
B

D

A

O
𝑂𝐴 × 𝑂𝐶 = 2 × 2 = 4

C

در شکل 𝑂𝐶𝐷و O𝐴𝐵مثلث دلیل تشابه دو : 1مثال 
مقابل چیست ؟

→ 𝑂𝐴 × 𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 × 𝑂𝐵

𝑂𝐷 × 𝑂𝐵 = 2 3 + 1 × 3 − 1

= 2 3 − 1 = 4

𝑂𝐷 = 12 + 2 = 2 3 + 2 = 2( 3 + 1)

→
𝑂𝐴

𝑂𝐷
=
𝑂𝐵

𝑂𝐶
و 𝑂1 = 𝑂2 → ∆𝑂𝐴𝐵~∆𝑂𝐶𝐷
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መ𝐴1 :فرض = መ𝐴2 و 𝐴𝑀2 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶

B

M

A

C

ABCاز مثلث  Aنقطه ای روی امتداد نیمساز زاویه Mاگر : 2مثال 
ثابت کنید دو مثلث . باشد ACو ABمیانگین هندسی AMبوده و 
ABM وACMمتشابه اند.

𝐴𝐵𝑀~∆𝐴𝐶𝑀∆: حکم

:اثبات

ቑ
𝐴𝑀2 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 →

𝐴𝑀

𝐴𝐶
=
𝐴𝐵

𝐴𝑀
መ𝐴1= መ𝐴2

→ ∆𝐴𝐵𝑀~∆𝐴𝐶𝑀
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CNدر شکل مقابل : 3مثال و BM ارتفاع های وارد بر اضلاعAB و AC از مثلث
ABC ثابت کنید دو مثلث . هستند𝐴𝑀𝑁 ,𝐴𝐵𝐶متشابه اند.

A

B C

M

N

:داریمACNو ABMدر دو مثلث :اثبات 

ൠ
M = N = 90°

A = A
→ ∆ABM~∆ACN

→
AB

AC
=
BM

CN
=
AM

AN
1

ቑ
1 →

𝐴𝐵

𝐴𝐶
=
𝐴𝑀

𝐴𝑁
→
𝐴𝑁

𝐴𝐶
=
𝐴𝑀

𝐴𝐵
A = A

→ ∆𝐴𝑀𝑁~∆𝐴𝐵𝐶

:می توان نوشت ABCو AMNپس در دو مثلث 
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Mنقاط : اثبات  ,Nرا به ترتیب روی اضلاع
AB و AC از مثلثABCمی کنیم که چنان انتخاب

AM = A′B′,AN = A′C′

A

B

C′

M N

ൢ

𝐴𝑀 = 𝐴′𝐵′
𝐴𝑁 = 𝐴′𝐶′

(1)وفرض →
𝑀𝑁

𝐵𝐶
=
𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
→ 𝑀𝑁 = 𝐵′𝐶′

→ ∆𝐴𝑀𝑁 ≅ ∆𝐴′𝐵′𝐶′ (2)

1 → ∆𝐴𝑀𝑁~∆𝐴𝐵𝐶
2

∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

B′

A′
C

های اگر اندازه های سه ضلع از مثلثی با اندازه: قضیه 
آن دو . سه ضلع متناظر از مثلث دیگر متناسب باشند

.مثلث متشابه اند
𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
=
𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
→ ∆𝐴𝐵𝐶 ∶

𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
𝐴𝑁

𝐴𝐶
→ 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 (1)
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اظر را طول اضلاع دو مثلث را از کوچک به بزرگ مرتب نموده تا اضلاع متن: پاسخ 
:  تشخیص دهیم 

:  1مثال 
’A’B’Cواحد و طول اضلاع مثلث 9و6وABC ،4/5اگر طول اضلاع مثلث : الف 
واحد باشد آیا این دو مثلث متشابه اند ؟ چرا ؟12و6و8برابر 

𝐴𝐵

𝐴′𝐵′
=

4.5

6
=

3

4
,
𝐴𝐶

𝐴′𝐶′
=

6

8
=

3

4
,
𝐵𝐶

𝐵′𝐶′
=

9

12
=

3

4

→
𝐴𝐵

𝐴′𝐵′
=

𝐴𝐶

𝐴′𝐶′
=

𝐵𝐶

𝐵′𝐶′
=

3

4
→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

ABC ،2اگر طول اضلاع مثلث : ب  , 3 , برابر ’A’B’Cواحد و طول اضلاع مثلث 5
2 − 2 , 6 − 3 , 10 − واحد باشد آیا این دو مثلث متشابه اند ؟ چرا ؟5

𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=

2− 2

2
= 2 − 1,

𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
=

6− 3

3
= 2 − 1,

𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
=

10− 5

5
= 2 − 1

→
𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
=
𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
= 2 − 1 → ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′
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باشند در این ABCاز مثلث BC,AC,ABوسطهای اضلاع به ترتیب ′A′,B′,Cض کنیمفر: اثبات 
:صورت 

A

B

C′ B′

A′
C

ا  ثابت کنید  مثلث حاصل از وصل کردن وسط های اضلاع هر مثلث ، ب: 2مثال 
.آن مثلث متشابه است 

AC′

AB
=
AB′

AC
=
1

2
→ BC ∥ B′C′ →

B′C′

BC
=
1

2

AC ∥ A′C′ →
A′C′

AC
=
1

2
, AB ∥ A′B′ →

A′B′

AB
=
1

2

:ت به روش مشابه می توان نتیجه گرف

→
𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
=
𝐴′𝐶′

𝐴𝐶
=
𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
=
1

2
→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′
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haکنیمض فر: اثبات  ,hb , hc به ترتیب ارتفاع های وارد بر اضلاعBC=a,AC=b,AB=c از مثلث
ABC وh′a′ ,h′b′ , h′c′ وارد بر به ترتیب ارتفاع هایB’C’=a’,A’C’=b’,A’B’=c’ از مثلثA’B’C’

:باشند در این صورت 

A

B C′
H′

H B′

A′

C

ای ثابت کنید اگر اندازه های سه ارتفاع از مثلثی با اندازه های ارتفاع ه: 3مثال 
.ه اندآن دو مثلث متشاب. وارد بر اضلاع متناظر از مثلث دیگر متناسب باشند 

𝑆 =
1

2
𝑎ℎ𝑎 → 2𝑆 = 𝑎ℎ𝑎 → ℎ𝑎 =

2𝑆

𝑎

ℎ𝑎

ℎ′𝑎′

𝑎
𝑎′

𝑆′ =
1

2
𝑎′ℎ′𝑎′ → 2𝑆′ = 𝑎′ℎ′𝑎′ → ℎ′𝑎′ =

2𝑆′

𝑎′

ℎ′𝑎′
ℎ𝑎

=
ℎ′𝑏′
ℎ𝑏

=
ℎ′𝑐′
ℎ𝑐

→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

:ت به روش مشابه می توان نتیجه گرف
ℎ′𝑎′
ℎ𝑎

=
ℎ′𝑏′
ℎ𝑏

=
ℎ′𝑐′
ℎ𝑐

→

2𝑆′
𝑎′
2𝑆
𝑎

=

2𝑆′
𝑏′
2𝑆
𝑏

=

2𝑆′
𝑐′
2𝑆
𝑐

→
2𝑆′𝑎

2𝑆𝑎′
=
2𝑆′𝑏

2𝑆𝑏′
=
2𝑆′𝑐

2𝑆𝑐′
→

→
𝑆′

𝑆
×
𝑎

𝑎′
=
𝑆′

𝑆
×
𝑏

𝑏′
=
𝑆′

𝑆
×
𝑐

𝑐′

÷
𝑆′

𝑆 𝑎

𝑎′
=
𝑏

𝑏′
=
𝑐

𝑐′
→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′
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می دانیم که هر مثلث شش جزء اصلی
دارد که شامل سه ضلع و سه زاویه می 

ل داد آیا می توان دو مثلث تشکی. باشند 
جزء مساوی داشته باشند ولی 5که 

.همنهشت نباشند

فکر کنید
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Aداشته باشیم ABC∆اگر در مثلث : یاد آوری  = AHو 90°
Aآنگاه روابط زیر برقرار است. ارتفاع وارد بر وتر باشد

B CH

1) AH2 = BH × HC

2) AB2 = BH × BC

3) AC2 = CH × BC
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:  داشته باشیم ABCاگر در مثلث : قضیه فیثاغورس 
𝐴𝐵 = 𝑐 ,𝐴𝐶 = 𝑏 ,𝐵𝐶 = 𝑎 , መ𝐴 = 90°

𝑎2آنگاه  = 𝑏2 + 𝑐2

AB2= BH × BC و AC2 = CH × BC

→ A𝐵2 + AC2= BH × BC + CH × BC = 𝐵𝐻 + 𝐶𝐻 𝐵𝐶 = 𝐵𝐶 × 𝐵𝐶 = 𝐵𝐶2

:را رسم می کنیم AHارتفاع : اثبات 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2

A

B CH

→ 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان



70

ቋ
𝐴𝐸مورب 𝐴𝐵و ∥ 𝐷𝐸 → መ𝐴 = 𝐸

መ𝐶1 = መ𝐶2
→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐶𝐷𝐸 →

3

𝑥
=
2

5
→ 𝑥 =

15

2
= 7.5

:پاسخ الف

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
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ቑ

𝑂𝐴

𝑂𝐶
=
𝑂𝐵

𝑂𝐷
=
1

3
𝑂1 = 𝑂2

→ ∆𝑂𝐴𝐵~∆𝑂𝐶𝐷

→
𝑥

6.6
=
1

3
→ 𝑥 =

6.6

3
= 2.2

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

O

A
B

C

D

A

B
C

A’

B’
C’

𝐴𝐵

𝐴′𝐵′
=

𝐴𝐶

𝐴′𝐶′
=

𝐵𝐶

𝐵′𝐶′
=
2

3
→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴′𝐵′𝐶′

→ መ𝐶 = 𝐶′ = 180° − 40° + 80° = 60°



72

AH2 = BH × CH = 9 × 4 = 36 → AH = 6

AB2 = BH × BC = 9 × 13 → AB = 3 13

AC2 = CH × BC = 4 × 13 → AC = 2 13

:1پاسخ 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

:2پاسخ 
BC2 = AB2 + AC2 = 64 + 36 = 100 → BC = 10
AB2 = BH × BC → 64 = BH × 10 → BH = 6.4
AC2 = CH × BC → 36 = CH × 10 → CH = 3.6
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ൠ
መ𝐴1 = 𝐵
መ𝐶 = መ𝐶

→ ∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴𝐶𝐷 →
𝐶𝐷

𝐴𝐶
=
𝐴𝐷

𝐴𝐵
=
𝐴𝐶

𝐵𝐶
→

𝐶𝐷

4
=

4

6 + 𝐶𝐷
→ 𝐶𝐷2 + 6𝐶𝐷 = 16

→ 𝑥2 + 6𝑥 − 16 = 0 → 𝑥 + 8 𝑥 − 2 = 0 → ቤ
𝑥 = −8 ×
𝑥 = 2

→ 𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 + 𝐷𝐶 = 6 + 2 = 8

پاسخ

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
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∆𝐴𝐶𝐻 ∶ 𝐶𝐻2 + 𝐴𝐻2 = 𝐴𝐶2 → 𝑥2 + 𝑦2 = 169

پاسخ

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

∆𝐴𝐵𝐻 ∶ 𝐵𝐻2 + 𝐴𝐻2 = 𝐴𝐵2 → (14 − 𝑥)2+𝑦2 = 225

→ 196 − 28𝑥 + 𝑥2 + 𝑦2 = 225 → 196 − 28𝑥 + 169 = 225

→ 28𝑥 = 196 + 169 − 225 = 140 → 𝑥 =
140

28
= 5

𝑥2 + 𝑦2 = 169 → 25 + 𝑦2 = 169 → 𝑦2 = 144 → 𝑦 = 12
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1.5

12
=
2.5

ℎ
→ ℎ =

30

1.5
= 20

1.6

ℎ
=
2.5

20
→ ℎ =

32

2.5
= 12.8
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:عکس قضیه فیثاغورس 
ABداشته باشیم ABCاگر در مثلث  = c,AC = b,BC = aوa2= b2 + c2

Aآنگاه  = 90°

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

∆A′B′C′: A′ = 90° → B′C′
2
= A′C′2 + A′B′2

→ B′C′
2

= b2 + c2 = a2→ B′C′ = a → BC = B′C′

ൡ
AB = A′B′ = c
AC = A′C′ = b
BC = B′C′ = a

→ ∆ABC ≅ ∆A′B′C′ → A = A′ = 90°

′A′Bبا معلومات′A′B′Cمثلث : اثبات  = c,A′C′ = b , A′ = را90°
:  در نظر می گیریم 

:قضیه دو شرطی فیثاغورس
ABبا معلومات ABCمثلث  = c,AC = b,BC = a در راسAقائمه
=a2اگر وتنها اگر. است  b2 + c2
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1قضیه 
ا نسبت اندازه های نیمسازهای زاویه های داخلی متناظر در دو مثلث متشابه برابر است ب

. نسبت تشابه آن دو مثلث

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

′ABC~∆A′B′C∆: فرض  ,A1 = A2 , A′1 = A′2

A

B

C′

D

D′
B′

A′

C

1 2

1 2

:حکم 
A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
=
A′D′

AD
= k

:اثبات 

∆ABC~∆A′B′C′ →

A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
= k

A = A′
÷2

A1 = A′1
B = B′

ABDپس در دو مثلث  ,A′B′D′ داریم:

ቋ
A1 = A′1
B = B′

→ ∆ABD~∆A′B′D′ →
A′D′

AD
=
A′B′

AB
= k
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2قضیه 
با نسبت اندازه های میانه های وارد بر اضلاع متناظر در دو مثلث متشابه برابر است

. نسبت تشابه آن دو مثلث

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

′ABC~∆A′B′C∆: فرض  ,BM = MC ,B′M′ = C′M′

A

B

C′

M

M′
B′

A′

C

:حکم 
A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
=
A′M′

AM
= k

:اثبات 

∆ABC~∆A′B′C′ → ൞
A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
= k → k =

2B′M′

2BM
=
B′M′

BM
B = B′

ABMپس در دو مثلث  ,A′B′M′ داریم:

ቑ

A′B′

AB
=
B′M′

BM
B = B′

→ ∆ABM~∆A′B′M′ →
A′M′

AM
=
A′B′

AB
= k
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3قضیه 
ست با نسبت اندازه های ارتفاع های وارد بر اضلاع  متناظر در دو مثلث متشابه برابر ا

. نسبت تشابه آن دو مثلث

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

′ABC~∆A′B′C∆: فرض  ,AH ⊥ BC ,A′H′ ⊥ B′C′

A

B

C′

H

H′
B′

A′

C1

1

:حکم 
A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
=
A′H′

AH
= k

:اثبات 

∆ABC~∆A′B′C′ → ൞

A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
= k

መ𝐶 = 𝐶′

ACHپس در دو مثلث  ,A′C′H′ داریم:

ቋ
H1 = H′1 = 90°

C = C′
→ ∆ACH~∆A′C′H′ →

A′H′

AH
=
A′C′

AC
= k
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4قضیه 
. دو مثلثنسبت تشابه آنمجذورنسبت مساحت های دو مثلث متشابه برابر است با  

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

′ABC~∆A′B′C∆: فرض  ,
A′B′

AB
=

A′C′

AC
=

B′C′

BC
= k

A

B

C′

H

H′
B′

A′

C1

1

:حکم 
S
∆A′B′C′

S∆ABC
= k2

:را رسم می کنیم ’A’HوAHارتفاع های :اثبات 

∆ABC~∆A′B′C′ →
A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
=
A′H′

AH
= k

→
S∆A′B′C′
S∆ABC

=

1
2
A′H′ × B′C′

1
2
AH × BC

=
A′H′

AH
×
B′C′

BC
= k × k = k2
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5قضیه 
. نسبت محیط های دو مثلث متشابه برابر است با نسبت تشابه آن دو مثلث

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

A

B

C′
H′

B′

A′

C

:اثبات 

∆ABC~∆A′B′C′ →
A′B′

AB
=
A′C′

AC
=
B′C′

BC
= k

:با استفاده از ویژگی های تناسب می توان نتیجه گرفت که 

k =
A′B′ + A′C′ + B′C′

AB + AC + BC
=
2P′

2P

محیط یک چند ضلعی یعنی مجموع طول های اضلاع آن چند ضلعی و معمولا محیط: توجه 
.به معنی محیط استpremeterمخفف کلمه Pنشان می دهند که 2Pرا با 
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ه ثابت کنید نسبت مساحت های دو چهار ضلعی متشاب:مثال 
.  برابر است با  مجذورنسبت تشابه آن دو چهارضلعی 

A

B

C′B′

A′

C

:اثبات 

∎ABCD~∎A′B′C′D′ → ൞

A′B′

AB
=
B′C′

BC
=
C′D′

CD
=
A′D′

AD
= k

A = A′ , B = B′, C = C′, D = D′

:را رسم می کنیم ’A’Cو ACقطر های 

ቑ
A′B′

AB
=
B′C′

BC
B = B′

→ ∆ABC~∆A′B′C′ →
S∆A′B′C′

S∆ABC
= k2

D

D′

: به روشی مشابه می توان ثابت کرد 
S
∆A′D′C′

S∆ADC
= k2

S∆A′B′C′

S∆ABC
=
S∆A′D′C′

S∆ADC
= k2 →

S∆A′B′C′ + S∆A′D′C′

S∆ABC + S∆ADC
= k2 →

SA′B′C′D′

S∆ABCD
= k2
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نتایج

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
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:پاسخ 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

𝑘 =
2𝑝′

2𝑝
=
10

18
=
5

9

𝑘2 =
𝑆′

𝑆
→
25

81
=

𝑆′

15
→ 𝑆′ =

125

27
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:پاسخ 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

𝑘 =
2𝑝′

2𝑝
→

2

3
=

12

2𝑝
→ 2𝑝 = 18

یا
2

3
=
2𝑝′

12
→ 2𝑝′ = 8

𝑘2 =
𝑆′

𝑆
→ 𝑘2 =

4

9
→ 𝑘 =

2

3
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:پاسخ 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

𝑘 =
2𝑝′

2𝑝
=
𝐵′𝐶′

𝐵𝐶
→
2𝑝′

37
=
10

15
→ 2𝑝′ =

74

3

2𝑝 = 15 + 12 + 10 = 37
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:پاسخ 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

1
𝑘2 =

𝑆∆𝐴𝑀𝑁
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

=
1

9
→ 𝑘 =

1

3

𝑆∆𝐴𝐵𝐶 = 𝑆∆𝐴𝑀𝑁 + 𝑆𝑀𝑁𝐶𝐵 = 𝑆∆𝐴𝑀𝑁 + 8𝑆𝐴𝑀𝑁 = 9𝑆∆𝐴𝑀𝑁 1

∆𝐴𝐵𝐶:𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 → ∆𝐴𝑁𝑀~∆𝐴𝐵𝐶

→
𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
1

3
→

𝐴𝑀

𝐴𝐵 − 𝐴𝑀
=

1

3 − 1
→
𝐴𝑀

𝑀𝐵
=
1

2
→
𝑀𝐵

𝐴𝑀
= 2
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اولاً: پاسخ 

آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان

→ ቊ
𝑥 − 𝑦 = 7°
2𝑥 − 𝑦 = 16°

→ 𝑥 = 9° , 𝑦 = 2°

𝐵𝐸 = 2𝐷𝐸 →
𝐵𝐸

𝐵𝐷
=
2

3
,
2𝑎

3𝑎
=
4𝑏

6𝑏
=
2

3

→
𝐴𝐵

𝐶𝐷
=
𝐴𝐸

𝐵𝐶
=
𝐵𝐸

𝐵𝐷
=
2

3
→ ∆𝐴𝐵𝐸~∆𝐵𝐶𝐷 → ቊ

2𝑥 − 7° = 𝑥 + 𝑦
2𝑥 − 1° = 𝑦 + 15°

𝑘 =
2

3
→
𝑆∆𝐴𝑀𝑁
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

= 𝑘2 = (
2

3
)2=

4

9

ثانیاً: پاسخ 
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→ (
𝐴𝐵

𝐵𝐶
)2+(

𝐴𝐶

𝐵𝐶
)2=

𝑆∆𝐴𝐵𝐻
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

+
𝑆∆𝐴𝐶𝐻
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

=
𝑆∆𝐴𝐵𝐶
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

= 1

∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴𝐵𝐻 →
𝐴𝐵

𝐵𝐶
= 𝑘 →

𝑆∆𝐴𝐵𝐻
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

= 𝑘2 = (
𝐴𝐵
𝐵𝐶

)2

∆𝐴𝐵𝐶~∆𝐴𝐶𝐻 →
𝐴𝐶

𝐵𝐶
= 𝑘′ →

𝑆∆𝐴𝐶𝐻
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

= 𝑘′2 = (
𝐴𝐶
𝐵𝐶

)2

→
𝐴𝐵2

𝐵𝐶2
+
𝐴𝐶2

𝐵𝐶2
= 1

×𝐵𝐶2

𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2

ثانیاً: پاسخ 
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∆𝐴𝐵𝐶 ∶ 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 →
𝑀𝑁

𝐵𝐶
=
𝐴𝑀

𝐴𝐵
→

4.4

ℎ − 1.6 + 3.2
=

20

20 + 60

→
4.4

ℎ + 1.6
=
1

4
→ ℎ + 1.6 = 17.6 → ℎ = 16

:پاسخ 

1.61.6

4.4

1.6

ℎ − 1.6

3.2

𝐴𝐵

𝐶

𝑀

𝑁

2060

2060
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∆𝑂𝐴𝐵~∆𝑂𝐶𝐷 →

𝑂𝑀

𝑂𝑁
=
𝐴𝐵

𝐶𝐷
→
600

3.5
=
𝐴𝐵

4.2
→ 𝐴𝐵 = 720 𝑐𝑚 = 7.2 𝑚

:پاسخ 

3
.5
𝑐𝑚

𝐷

𝑁

𝐴

𝐵

𝐶

𝑀
𝑂

600𝑐𝑚4.2𝑐𝑚
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دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا 4

سی که أدر هر چند ضلعی دو ر: تعریف دو رأس مجاور 
.در انتهای یک ضلع قرار دارند را دو رأس مجاور می نامند

در هر چند ضلعی پاره خطی که دو رأس غیر: تعریف قطر چند ضلعی
.قطر نامیده می شود. مجاور را به هم متصل می کند 
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: ضلعی برابر است با 𝑛تعداد قطرهای هر : قضیه
𝑛 𝑛−3

2

را در نظر 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛ضلعی 𝑛: اثبات
𝑛هر رأس دارای . می گیریم  − رأس غیر 3

𝑛پس از هر رأس . مجاور است  − قطر 3
.می توان رسم کرد

𝐴1
𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴𝑛

𝐴𝑛−1

𝑛رأس باید 𝑛پس تعداد قطرهای رسم شده از  𝑛 − .باشد3

لذا در این شمارش هر قطر دو . ولی هر قطر در دو رأس مشترک است 

بار شمرده شده است و تعداد قطرها برابر است با 
𝑛 𝑛−3

2



دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا 6

نقطه که هیچ سه تای آنها در یک راستا𝑛با  : 1مثال 
نیستند چند پاره خط تشکیل می شود ؟ 

.نقطه که هیچ سه تای آنها در یک راستا نیستند𝑛: پاسخ 
لذا تعداد پاره خطهای. ضلعی باشند 𝑛می توانند رأس های یک 

:ایجاد شده برابر است با مجموع تعداد اضلاع و تعداد قطرها ی آن 

𝑛 +
𝑛(𝑛 − 3)

2
=
2𝑛 + 𝑛2 − 3𝑛

2
=
𝑛 𝑛 − 1

2
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محدبضلعی nثابت کنید مجموع زاویه های داخلی هر : 2مثال 
𝑛: برابر است با  − 2 180°

را در نظر می 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛ضلعی 𝑛: اثبات
تعداد مثلث های تشکیل شده از رسم. گیریم 

𝑛قطرهای یک راس  − و مجموع زاویه های 2
پس مجموع زاویه . است°180داخلی هر مثلث 

:ضلعی برابر است با 𝑛های داخلی 
𝑛 − 2 180°

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴𝑛

𝐴𝑛−1
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زاویه های داخلی هفده ضلعی را تعداد قطرها و مجموع : 3مثال 
.  حساب کنید

:تعداد قطرها برابر است با : پاسخ 

𝑛(𝑛 − 3)

2
=
17 17 − 3

2
= 119

:مجموع زاویه های داخلی برابر است با 
𝑛 − 2 × 180° = 17 − 2 × 180° = 2700°
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مجموع زاویه های داخلی آن .قطر دارد 90ضلعی 𝑛یک : 4مثال 
چند درجه است ؟

:است پس 90تعداد قطرها : پاسخ 

𝑛(𝑛 − 3)

2
= 90 → 𝑛2 − 3𝑛 = 180

→ 𝑛2 − 3𝑛 − 180 = 0 → 𝑛 − 15 𝑛 + 12 = 0

→ ቊ
𝑛 + 12 = 0 → 𝑛 = −12
𝑛 − 15 = 0 → 𝑛 = 15

𝑛 − 2 × 180° = 15 − 2 × 180° = 2340°
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به تعداد .ضلع اضافه شود4ضلعی 𝑛اگر به تعداد اضلاع یک : 4مثال 
.را حساب کنید𝑛قطر اضافه می شود 46قطرهای آن 

𝑚فرض کنیم : پاسخ  = 𝑛 + 4
𝑚(𝑚 − 3)

2
=
𝑛 𝑛 − 3

2
+ 46

→
𝑛 + 4 (𝑛 + 4 − 3)

2
=
𝑛 𝑛 − 3

2
+ 46

×2
𝑛 + 4 𝑛 + 1 = 𝑛 𝑛 − 3 + 92

𝑛2 + 5𝑛 + 4 = 𝑛2 − 3𝑛 + 92

→ 8𝑛 = 88 → 𝑛 = 11
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د یک چند ضلعی را محدب می نامن( : کوژ)تعریف چند ضلعی محدب 
عی هرگاه با در نظر گرفتن خط شامل هر ضلع ، تمام نقاط آن چند ضل

.در یک طرف آن قرار گیرند

:ویژگی مهم زیر استسه محدب دارای چندضلعی 
 درجه باشد1۸0هر زاویه داخلی این نوع چندضلعی ها باید کمتراز.
 ًخط واصل بین هر دو نقطه دلخواه داخل یا روی چندضلعی کاملا

.داخل یا روی چندضلعی قرار داشته باشد
اگر یکی از اضلاع را ادامه دهیم شکل را قطع نمی کند.
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ا هر چند ضلعی که محدب نباشد ر( : کاو)تعریف چند ضلعی مقعر 
.مقعر می نامند

:ویژگی مهم زیر استسه محدب دارای چندضلعی 
 درجه است1۸0حداقل یکی از زاویه های داخلی آن بیشتر از.
 خط واصل بین دو نقطه دلخواه از داخل چند ضلعی لزوما به طور

.کامل داخل چند ضلعی قرار نمی گیرد
 بدهیم شکل را به حداقل یک ضلع وجود دارد که اگر آن را ادامه

(شکل را قطع می کند)دوقسمت تقسیم می کند
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ثابت کنید مجموع زاویه های خارجی هر چند ضلعی محدب : 1مثال 
.درجه است360

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴𝑛

𝐴𝑛−1

می دانیم مجموع زاویه های : اثبات 
.  است°180داخلی و خارجی هر راس 

پس مجموع کل زاویه های داخلی و 
درجه 180𝑛ضلعی محدب 𝑛خارجی 

:است 
خارجی و داخلی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 (1)

داخلی های زاویه اندازه مجموع = 180° 𝑛 − 2 (2)

1 , 2 → خارجی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 − 𝑛 − 2 180°

خارجی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 − 180°𝑛 + 630° = 360°
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ثابت کنید مجموع زاویه های خارجی هر چند ضلعی محدب : 1مثال 
.درجه است360

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴𝑛

𝐴𝑛−1

می دانیم مجموع زاویه های : اثبات 
.  است°180داخلی و خارجی هر راس 

پس مجموع کل زاویه های داخلی و 
درجه 180𝑛ضلعی محدب 𝑛خارجی 

:است 
خارجی و داخلی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 (1)

داخلی های زاویه اندازه مجموع = 180° 𝑛 − 2 (2)

1 , 2 → خارجی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 − 𝑛 − 2 180°

خارجی های زاویه اندازه مجموع = 180°𝑛 − 180°𝑛 + 630° = 360°
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ضلعی محدب ، نمی تواند بیش 𝑛ثابت کنید هر : 2مثال 
.دارد( حاده)از سه زاویه ی تند 

ضلعی محدب زاویه nفرض کنیم در یک ( : برهان خلف)اثبات
وመ𝐴1های داخلی  𝐵1و መ𝐶1و𝐷1حاده باشند.

وመ𝐴2اگر زاویه های  𝐵2و መ𝐶2و𝐷2مکمل های این چهار زاویه باشند:

መ𝐴1 < 90° → መ𝐴2 > 90° , 𝐵1 < 90° → 𝐵2 > 90°
መ𝐶1 < 90° → መ𝐶2 > 90° , 𝐷1 < 90° → መ𝐶2 > 90°

⇒ መ𝐴2 + 𝐵2 + መ𝐶2 + 𝐷2 > 4 × 90°

⇒ መ𝐴2 + 𝐵2 + መ𝐶2 + 𝐷2 > 360°

°360ولی می دانیم مجموع زاویه های خارجی هر چند ضلعی محدب 
.و این یک تناقض است لذا درستی حکم ثابت می شود. است 
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ویژگی های مشترک چهار ضلعی ها 

.درجه است360مجموع زاویه های داخلی هر چهار ضلعی 

در هر چهار ضلعی دو ضلعی که در یک رأس مشترک اند را دو ضلع 
.مجاور می نامند

در هر چهار ضلعی دو ضلعی که در هیچ  رأس مشترک نیستند را دو
.ضلع مقابل می نامند

هر چهار ضلعی دو قطر دارد

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

𝐷

𝐶

𝐵

𝐴
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برای نامگذاری رأس های یک چهار ضلعی کافی است از یک رأس 
دلخواه شروع کرده و در جهت عقربه های ساعت یا در خلاف آن به 

.  ترتیب نامِ چهار ضلعی ، رأس ها را نامگذاری کنیم
به یکی از دو صورت زیر نامگذاری می ABCDچهار ضلعی : مثال 
:شود 

.نام داردADBCیا ACBDولی چهارضلعی مقابل  

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

𝐷

𝐶

𝐵

𝐴

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷
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دچهارضلعی های پر کاربر

متوازی الاضلاع-1
.دچهار ضلعی است که هر دو ضلع مقابل آن موازی باشن

.هر متوازی الاضلاع یک چهار ضلعی محدب است : نتیجه 
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.در هر متوازی الاضلاع ، هر دو ضلع مقابل هم اندازه اند: قضیه 

A B

CD

1

1

2

2 AB: فرض  ∥ CD ,AD ∥ BC

AB: حکم  = CD ,AD = BC

:را رسم می کنیم BDقطر : اثبات 

ቑ

مورب BD , AB ∥ CD → 𝐵1 = 𝐷1
𝐵𝐷 = 𝐵𝐷

مورب BD , AD ∥ BC → 𝐷2 = 𝐵2

→ ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐵𝐶𝐷

→ 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷, 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶
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اگر در یک چهار ضلعی ، ضلع های مقابل دو به دو : عکس قضیه 
.مساوی باشند ، چهار ضلعی متوازی الاضلاع است

A B

CD

1

1

2

2

AB: حکم  ∥ CD ,AD ∥ BC

AB: فرض  = CD ,AD = BC

:را رسم می کنیم BDقطر : اثبات 

ൡ
𝐴𝐵 = 𝐶𝐷
𝐵𝐷 = 𝐵𝐷
AD = BC

→ ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐵𝐶𝐷 → 𝐵1 = 𝐷1 , 𝐵2 = 𝐷2

ا اگر اگر وتنه. یک چهار ضلعی متوازی الاضلاع است : قضیه دو شرطی
.اضلاع مقابل آن دو به دو مساوی باشند

→ AB ∥ CD , AD ∥ BC
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.در هر متوازی الاضلاع ، هر دو زاویه مجاور ، مکمل اند: قضیه 

A B

CD
1 2 AB: فرض  ∥ CD ,AD ∥ BC

መ𝐴: حکم  + 𝐵 = 180° , 𝐵 + መ𝐶 = 180°
መ𝐴 + 𝐷 = 180°,መ𝐶 + 𝐷 = 180°

:را امتداد می دهیم CDضلع : اثبات 
مورب BC , AB ∥ CD → 𝐵 = መ𝐶2

መ𝐶1 + መ𝐶2 = 180°

→ መ𝐶1 + 𝐵 = 180°
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اگر در یک چهار ضلعی ، هر دو زاویه مجاور ، مکمل : عکس قضیه 
.آن چهار ضلعی متوازی الاضلاع است. یکدیگر باشند 

A B

CD
1 2 AB: حکم  ∥ CD ,AD ∥ BC

መ𝐴: فرض  + 𝐵 = 180° , 𝐵 + መ𝐶 = 180°
መ𝐴 + 𝐷 = 180°,መ𝐶 + 𝐷 = 180°

:را امتداد می دهیم CDضلع : اثبات 

ቋ
መ𝐶1 + 𝐵 = 180°
መ𝐶1 + መ𝐶2 = 180°

→ 𝐵 = መ𝐶2 → AB ∥ CD

ቋ
መ𝐶1 + 𝐷 = 180°
መ𝐶1 + መ𝐶2 = 180°

→ 𝐷 = መ𝐶2 → AD ∥ BC

اگر و تنها . یک چهار ضلعی متوازی الاضلاع است: دو شرطی قضیه
.اگر، هر دو زاویه مجاور آن، مکمل یکدیگر باشند 



آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان 24

.در هر متوازی الاضلاع ، هر دو زاویه مقابل ، مساوی اند: قضیه 

A B

CD

AB: فرض  ∥ CD ,AD ∥ BC

መ𝐴: حکم  = መ𝐶 , 𝐵 = 𝐷

:متوازی الاضلاع است پس ABCDچهار ضلعی : اثبات 

መ𝐴 + 𝐵 = 180° , 𝐵 + መ𝐶 = 180° → መ𝐴 = መ𝐶

መ𝐴 + 𝐵 = 180° , መ𝐴 + 𝐷 = 180° → 𝐵 = 𝐷
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اگر در یک چهارضلعی ، هر دو زاویه مقابل ، مساوی  : عکس قضیه 
.آن چهار ضلعی متوازی الاضلاع است. باشند 

A B

CD

AB: حکم  ∥ CD ,AD ∥ BC

መ𝐴: فرض  = መ𝐶, 𝐵 = 𝐷

360مجموع زاویه های داخلی هر چهار ضلعی  : اثبات 
:درجه است پس 

መ𝐴 + 𝐵 + መ𝐶 + 𝐷 = 360°
𝐴= መ𝐶, 𝐵=𝐷

2 መ𝐴 + 2 𝐵 = 360° → መ𝐴 + 𝐵 = 180°

اگر و تنها . یک چهار ضلعی متوازی الاضلاع است: دو شرطی قضیه
.اگر، هر دو زاویه مقابل آن، مساوی یکدیگر باشند 

:ود به روشی مشابه ثابت می ش
መ𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + መ𝐶 = መ𝐶 + 𝐷 = መ𝐴 + 𝐷 = 180° → AB ∥ CD , AD ∥ BC
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.در هر متوازی الاضلاع ، قطرها یکدیگر را نصف می کنند: قضیه 

A B

CD

1

1 1

1

AB: فرض  ∥ CD ,AD ∥ BC

OA: حکم  = OC ,OB = OD

.قطع می کنند Oهمدیگر را درBD , ACفرض کنیم قطرهای  : اثبات 

ቑ

مورب BD , AB ∥ CD → 𝐵1 = 𝐷1
𝐴𝐵 = 𝐶𝐷

مورب AC , 𝐴𝐵 ∥ CD → መ𝐴1 = መ𝐶1

→ ∆𝑂𝐴𝐵 ≅ ∆𝑂𝐶𝐷

→ 𝑂𝐴 = 𝑂𝐶, 𝑂𝐵 = 𝑂𝐷

O
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آنگاه . نداگر در یک چهارضلعی، قطرها یکدیگر را نصف کن: عکس قضیه 
.آن چهارضلعی متوازی الاضلاع است

A B

CD

2

2

1

1 AB: حکم  ∥ CD ,AD ∥ BC

OA: فرض  = OC ,OB = OD

.قطع می کنند Oهمدیگر را درBD , ACفرض کنیم قطرهای  : اثبات 

ൡ
𝑂𝐴 = 𝑂𝐶
𝑂1 = 𝑂2
OB = OD

→ ∆𝑂𝐴𝐵 ≅ ∆𝑂𝐶𝐷 → መ𝐴1 = መ𝐶1 → AB ∥ CD

O
1

2

ൡ
𝑂𝐴 = 𝑂𝐶
𝑂3 = 𝑂4
OD = OB

→ ∆𝑂𝐴𝐷 ≅ ∆𝑂𝐵𝐶 → መ𝐴2 = መ𝐶2 → AD ∥ BC

43

ا اگر اگر و تنه. یک چهارضلعی متوازی الاضلاع است : قضیه دو شرطی
.قطرهایش یکدیگر را نصف کنند
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اگر دو ضلع از یک چهار ضلعی ، موازی و مساوی باشند آن : قضیه 
.  چهار ضلعی متوازی الاضلاع  باشد

A B

CD

1

1

2

2 AB: فرض  ∥ CD ,AB = CD

AD:حکم  ∥ BC

:را رسم می کنیم BDقطر : اثبات 

ቑ
مورب BD , AB ∥ CD → 𝐵1 = 𝐷1

𝐵𝐷 = 𝐵𝐷
𝐴𝐵 = 𝐶𝐷

→ ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐵𝐶𝐷

→ 𝐵2 = 𝐷2 → AD ∥ BC
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دچهارضلعی های پر کاربر

مستطیل-2
.چهار ضلعی است که سه زاویه قائمه داشته باشد

.هر مستطیل چهار زاویه قائمه دارد : 1نتیجه 

.هر مستطیل ، نوعی متوازی الاضلاع است: 2نتیجه 

.مستطیل ، اضلاع مقابل موازی و مساوی انددر هر : 3نتیجه 

.مستطیل ، قطرها یکدیگر را نصف می کننددر هر : 4نتیجه 
.  هر متوازی الاضلاعی که یک زاویه قائمه داشته باشد: 5نتیجه 

مستطیل است
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.قطرهای هر مستطیل هم اندازه اند: قضیه 

.مستطیل استABCDچهار ضلعی : فرض 

𝐴𝐶:حکم  = 𝐵𝐷

:داریم ABDو  ABCدر دو مثلث : اثبات 

ൡ
𝐴𝐷 = 𝐵𝐶
መ𝐴 = 𝐵 = 90°
𝐴𝐵 = 𝐴𝐵

→ ∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐴𝐵𝐷 → 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

ک آیا عکس این قضیه هم صحیح است ؟ یعنی اگر قطرهای ی
؟آن چهار ضلعی ، مستطیل است. چهار ضلعی مساوی باشند
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را اگر قطرهای یک چهار ضلعی هم اندازه  باشند و یکدیگر: قضیه 
.آن چهار ضلعی مستطیل است. نصف کنند 

𝑂𝐴:فرض  = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝐷

.مستطیل استABCDچهار ضلعی :حکم 

OA: اثبات  = OC,OB = OD پس چهارضلعیABCD
(1): متوازی الاضلاع است لذا  A = C ,B = D

ൡ
𝑂𝐴 = 𝑂𝐶
𝑂1 = 𝑂2
𝑂𝐷 = 𝑂𝐵

→ ∆𝑂𝐴𝐷 ≅ ∆𝑂𝐵𝐶 → መ𝐴2 = 𝐵2 2

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝑂

1 1
2 2

21

∆𝑂𝐴𝐵:𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 → መ𝐴1 = 𝐵1 3

2 , 3 → መ𝐴1 + መ𝐴2 = 𝐵1 + 𝐵2 → መ𝐴 = 𝐵 (4)

መ𝐴 + 𝐵 + መ𝐶 + 𝐷 = 360°
1 , 4

መ𝐴 = 𝐵 = መ𝐶 = 𝐷 = 90°
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.ستدر هر مثلث قائم الزاویه ، میانه وارد بر وتر ، نصف وتر ا: قضیه 
:فرض 

∆𝐴𝐵𝐶: 𝐵 = 90° ,𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 =
𝐴𝐶

2

𝐵𝑀:حکم  =
𝐴𝐶

2

.برسیمDرا به اندازه ی خودش امتداد داده تا به نقطه BMمیانه : اثبات 

:متوازی الاضلاع است زیراABCDچهار ضلعی 
𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 ,𝐵𝑀 = 𝑀𝐷

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝑀

𝐵از طرف دیگر  = :در نتیجه . مستطیل است ABCDپس 90°

𝐵𝐷 = 𝐴𝐶 →
𝐵𝐷

2
=
𝐴𝐶

2
→ 𝐵𝑀 =

𝐴𝐶

2
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ف آن اگر در مثلثی ، میانه وارد بر یکی از اضلاع ، نص: عکس قضیه 
.آنگاه زاویه روبرو به آن ضلع قائمه است. ضلع باشد 

:𝐴𝐵𝐶∆:فرض  𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 = 𝐵𝑀 =
𝐴𝐶

2

𝐵: حکم  = 90°

.برسیمDرا به اندازه ی خودش امتداد داده تا به نقطه BMمیانه : اثبات 
𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝑀

𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 = 𝐵𝑀 = 𝑀𝐷 → 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷

قطرها مساوی اند و یکدیگر را نصفABCDپس در چهار ضلعی 
𝐵لذا این چهار ضلعی مستطیل است و . می کنند  = 90°
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دچهارضلعی های پر کاربر

لوزی-3
.چهار ضلعی است که تمام اضلاع آن ، هم اندازه اند

.هر لوزی نوعی متوازی الاضلاع است: 1نتیجه 

.، زاویه های مقابل مساوی انددر هر لوزی : 2نتیجه 

.اندمجاور مکمل در هر لوزی ، زاویه های : 3نتیجه 

.مستطیل ، قطرها یکدیگر را نصف می کننددر هر : 4نتیجه 
.  هر متوازی الاضلاعی که دو ضلع مجاور مساوی داشته باشد: 5نتیجه 

.لوزی است
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در هر لوزی ، قطرها عمود منصف یکدیگرند: قضیه 

.لوزی است ABCDچهار ضلعی : فرض 

.عمود منصف یکدیگرندBDو AC: حکم 

𝑂𝐴: هر لوزی نوعی متوازی الاضلاع است پس : اثبات  = 𝑂𝐶 ,𝑂𝐵 = 𝑂𝐷

:OADو OABاز طرف دیگر در دو مثلث 

A

B

C

D
O
1 2

ൡ
𝑂𝐵 = 𝑂𝐷
𝐴𝐵 = 𝐴𝐷
𝑂𝐴 = 𝑂𝐴

→ ∆𝑂𝐴𝐷 ≅ ∆𝑂𝐴𝐵 → 𝑂1 = 𝑂2 = 90°

→ 𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐷
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.  شند هر چهارضلعی که قطرهایش عمود منصف یکدیگر با: عکس قضیه 
لوزی است

.لوزی است ABCDچهار ضلعی : حکم 

.عمود منصف یکدیگرندBDو AC: فرض 

:OADو OABدر دو مثلث : اثبات 

A

B

C

D
O
1 2

ൡ
𝑂𝐵 = 𝑂𝐷

𝑂1 = 𝑂2 = 90°
𝑂𝐴 = 𝑂𝐴

→ ∆𝑂𝐴𝐷 ≅ ∆𝑂𝐴𝐵

∆𝑂𝐴𝐵 ≅ ∆𝑂𝐵𝐶 ≅ ∆𝑂𝐶𝐷 ≅ ∆𝑂𝐴𝐷

:به روش مشابه ثابت می شود 

→ 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷
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محدب به جز لوزی که داری دو هر چهارضلعی
.  دجفت ضلع مجاورِ مساوی باشد را کایت می نامن

کایت متوازی الاضلاع نیست -1نتیجه 

A

B

C

D
O
1 2

.در کایت فقط یکی از قطرها عمود منصف دیگری است-2نتیجه 

.در کایت قطرها همدیگر را نصف نمی کنند-3نتیجه 

دچهارضلعی های پر کاربر

کایت-4
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که داری دو جفت ضلع مجاورِ مقعرهر چهارضلعی
.  مساوی باشد را دارت می نامند

دارت متوازی الاضلاع نیست -1نتیجه 

A

B

C

D
O
1 2

.در دارت فقط یکی از قطرها عمود منصف دیگری است-2نتیجه 

.در دارت قطرها همدیگر را نصف نمی کنند-3نتیجه 

دچهارضلعی های پر کاربر

دارت-5
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دچهارضلعی های پر کاربر

مربع-6
.  چهار ضلعی است که تمام اضلاع آن ، هم اندازه اند

.و تمام زاویه های آن قائمه باشند

.هر مربع نوعی متوازی الاضلاع است: 1نتیجه 

.مستطیل استهر مربع نوعی : 2نتیجه 

.لوزی استهر مربع نوعی : 3نتیجه 

.دمربع ، قطرها مساوی اند ویکدیگر را نصف می کنندر هر : 4نتیجه 

.در هر مربع ، قطرها عمود منصف یکدیگرند: 5نتیجه 
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دچهارضلعی های پر کاربر

ذوزنقه-7

اشدچهار ضلعی است که فقط دو ضلع موازی داشته ب

.نیستذوزنقه نوعی متوازی الاضلاع : 1نتیجه 

.زاویه های مجاور هر ساق مکمل یکدیگرنددر هر ذورنقه : 2نتیجه 

در هر ذوزنقه دو ضلع موازی را قاعده می نامند : 1یادآوری 

می نامند ساق را غیر موازی در هر ذوزنقه دو ضلع : 2یادآوری 
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دچهارضلعی های پر کاربر

ذوزنقه های خاص

ذوزنقه متساوی الساقین-1

AB ∥ CD, AD ∦ BC, A = B = 90°

𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷, 𝐴𝐷 ∦ 𝐵𝐶, 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶

ذوزنقه قائم الزاویه-2

A B

CD

A B

CD
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.در هر ذوزنقه ، زاویه های مجاور هر ساق ، مکمل یکدیگرند: قضیه 

𝐴𝐵: فرض  ∥ 𝐶𝐷,𝐴𝐷 ∦ 𝐵𝐶

A: حکم  + D = 180° ,A + D = 180°

مورب BC , AB ∥ CD → B + C = 180°

:اثبات 

مورب AD , AB ∥ CD → A + D = 180°

A B

CD
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در هر ذوزنقه متساوی الساقین ، زاویه های مجاور هر قاعده ، : قضیه 
.مساوی یکدیگرند

𝐴𝐵: فرض  ∥ 𝐶𝐷,𝐴𝐷 ∦ 𝐵𝐶 ,𝐴𝐷 = 𝐵𝐶

A: حکم  = B,C = D

BC ∥ DE , BE ∥ CD → 𝐵𝐶 = 𝐷𝐸 (1)

ABرسم نموده تا قاعده BCساق خطی موازیDاز رأس :اثبات 
.قطع کندEرا در نقطه 

مورب AB , BE ∥ CD → B = 𝐸1 (3)

A B

CD

E

1

فرض → 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶
1

𝐴𝐷 = 𝐷𝐸 → A = 𝐸1 2

2 , 3 → A = 𝐵

→ 180° − A = 180° − 𝐵 → C = 𝐷
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ی اگر در یک ذوزنقه ، زاویه های مجاور یک قاعده ، مساو: عکس قضیه 
آنگاه آن ذوزنقه متساوی الساقین است. یکدیگر باشند 

𝐴𝐵: فرض  ∥ 𝐶𝐷,𝐴𝐷 ∦ 𝐵𝐶 ,A = B

𝐴𝐷:  حکم   = 𝐵𝐶

BC ∥ DE , BE ∥ CD → 𝐵𝐶 = 𝐷𝐸 (1)

را در ABرسم نموده تا قاعده BCساق خطی موازیDاز رأس :اثبات 
.قطع کندEنقطه 

مورب AB , BE ∥ CD → B = 𝐸1 (2)

A B

CD

E

1

فرض → A = B
2

A = 𝐸1 → 𝐴𝐷 = 𝐷𝐸 3

3 , 1 → 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶
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.در هر ذوزنقه متساوی الساقین ، قطرها مساوی اند: قضیه 

𝐴𝐵: فرض  ∥ 𝐶𝐷,𝐴𝐷 ∦ 𝐵𝐶 ,𝐴𝐷 = 𝐵𝐶

𝐴𝐶:  حکم   = 𝐵𝐷

𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 → A = B (1)

:متساوی الساقین است پس ABCDذوزنقه :اثبات 
A B

CD

1

ൡ
𝐴𝐷 = 𝐵𝐶

1 → 𝐵1 = መ𝐴1
𝐴𝐵 = 𝐴𝐵

→ ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐴𝐵𝐶 → 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷

1
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اوی آن ذوزنقه متس. اگر در یک ذوزنقه ، قطرها مساوی باشند : قضیه 
.الساقین است 

𝐴𝐵: فرض  ∥ 𝐶𝐷,𝐴𝐷 ∦ 𝐵𝐶 ,𝐴𝐶 = 𝐵𝐷

𝐴𝐷: حکم   = 𝐵𝐶

AB ∥ CD → DM = CN (1)

.وارد می کنیم ABرا بر قاعده CNو DMعمودهای : اثبات 
A B

CD

1

ൡ
AC = BD

1 → DM = CN
M = N = 90°

→ ∆ACN ≅ ∆BDM → A1 = B1

1
M N

ൡ
AC = BD
A1 = B1
AB = AB

→ ∆ABC ≅ ∆ABD → 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶
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𝐵𝐶حاده و Aزاویه ABCDدر متوازی الاضلاع : 1مثال = 2𝐴𝐵 وCH ارتفاع وارد برAB 
𝐷:ثابت کنید . باشدADوسط ضلع Mاگر .  است 𝑀𝐻 = 3𝐴𝐻𝑀

AB: فرض  ∥ CD ,AD ∥ BC
CH ⊥ 𝐴𝐵 , BC = 2AB, AM = MD

𝐷:حکم  𝑀H = 3𝐴H𝑀

باشد در این صورتCHوسط ارتفاع Nفرض کنیم : اثبات 

→ MN ∥ AH , AH ⊥ 𝐶𝐻 → 𝑀𝑁 ⊥ 𝐶𝐻

A B

CD

M N

H

MN: متصل می کند لذا را به همAHCDوسطهای دو ساق ذوزنقه MNپاره خط  ∥ AH

𝑀1: است در نتیجه CHعمود منصف پاره خط MNپس = 𝑀2 (1)   

1
2

1

MHمورب ,MN ∥ AH → 𝑀1 = 𝐻1 2 MCمورب , ,MN ∥ CD → 𝑀2 = መ𝐶1 3

3

𝐵𝐶 = 2𝐴𝐵 → 𝐴𝐷 = 2𝐶𝐷 → 2𝐷𝑀 = 2𝐶𝐷 → 𝐷𝑀 = 𝐶𝐷 → መ𝐶1 = 𝑀3 4

1

1 , 2 , 3 , 4 → 𝑀1 = 𝑀2 = 𝑀3 = 𝐻1 → 𝐷 𝑀H = 3𝐴H𝑀
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BNعمود Aاز رأس . می باشد BCدو برابر عرض ABCDاز مستطیل ABطول ضلع : 2مثال
:ثابت کنید . قطع کندMرا در نقطه CDاگر این عمود ضلع . وارد می کنیم BDرا بر قطر 

AB = 4DM
و . مستطیل استABCD:فرض 

𝐴𝑀 ⊥ 𝐵𝐷و 𝐴𝐵 = 2𝐵𝐶

AB:حکم  = 4DM

A:اثبات  B

CD M

N

ቋ
መ𝐴 = 90° → መ𝐴1 + መ𝐴2 = 90°

∆𝐴𝐵𝑁: 𝑁 = 90° → 𝐵1 + መ𝐴2 = 90°
→ መ𝐴1 = 𝐵1 1

:داریم ABDو ADMدر دو مثلث 

2
21

ൠ
1 → መ𝐴1 = 𝐵1
𝐷 = መ𝐴 = 90°

→ ∆𝐴𝐷𝑀~∆𝐴𝐵𝐷 →
𝐷𝑀

𝐴𝐷
=
𝐴𝑀

𝐵𝐷
=
𝐴𝐷

𝐴𝐵
→
𝐷𝑀

𝐴𝐷
=
𝐴𝐷

𝐴𝐵
2

𝐴𝐵ولی می دانیم که  = 2𝐵𝐶 ,𝐴𝐷 = 𝐵𝐶پس:𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 =
𝐴𝐵

2

1

2 →
𝐷𝑀

𝐵𝐶
=
𝐵𝐶

𝐴𝐵
→ 𝐷𝑀 =

𝐵𝐶2

𝐴𝐵
=
(
𝐴𝐵
2
)2

𝐴𝐵
=
𝐴𝐵

4
→ 𝐴𝐵 = 4𝐷𝑀
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𝑛ضلعی زیرا5:پاسخ  𝑛 − 3

2
= 𝑛 → 𝑛 𝑛 − 3 = 2𝑛

𝑛≠0
𝑛 − 3 = 2 → 𝑛 = 5
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را ’A’Cو ACقطرهای : پاسخ 
:رسم می کنیم 

ൡ
𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′
𝐵 = 𝐵′

𝐵𝐶 = 𝐵′𝐶′

→ ∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐴′𝐵′𝐶′ → ተ

𝐴𝐶 = 𝐴′𝐶′

መ𝐴1 = 𝐴′1
መ𝐶1 = 𝐶′1 → መ𝐶2 = 𝐶′2

A

B

C

D

A’

B′

C′

D′

1
1

2

2 1
1

2

2

ቑ
𝐶𝐷 = 𝐶′𝐷′
መ𝐶2 = 𝐶′2

𝐴𝐶 = 𝐴′𝐶′

→ ∆𝐵𝐶𝐷 ≅ ∆𝐵′𝐶′𝐷′ → ተ

𝐴𝐷 = 𝐴′𝐷′

መ𝐴2 = 𝐴′2 → መ𝐴 = 𝐴′

𝐷 = 𝐷′
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’B’Dو BDقطرهای : پاسخ 
:را رسم می کنیم 

ൡ
𝐶𝐷 = 𝐶′𝐷′
መ𝐶 = 𝐶′

𝐵𝐶 = 𝐵′𝐶′

→ ∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐴′𝐵′𝐶′ → ተ

𝐵𝐷 = 𝐵′𝐷′

𝐵1 = 𝐵′1 → 𝐵2 = 𝐵′2
𝐷1 = 𝐷′1 → 𝐷2 = 𝐷′2

A

B

C

D

A’

B′

C′

D′

1

1

2

2 1

1

2

2

ቑ

𝐵2 = 𝐵′2
𝐵𝐷 = 𝐵′𝐷′

𝐷2 = 𝐷′2

→ ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐴′𝐵′𝐷′ → ቮ
𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′

𝐴𝐷 = 𝐴′𝐷′
መ𝐴 = 𝐴′
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را ’A’Cو ACقطرهای : پاسخ 
:رسم می کنیم 

ൡ
𝐶𝐷 = 𝐶′𝐷′
𝐵 = 𝐵′

𝐵𝐶 = 𝐵′𝐶′

→ ∆𝐵𝐶𝐷 ≅ ∆𝐵′𝐶′𝐷′ → ተ

𝐵𝐷 = 𝐵′𝐷′

𝐵1 = 𝐵′1 → 𝐵2 = 𝐵′2
𝐷1 = 𝐷′1 → 𝐷2 = 𝐷′2

A

B

C

D

A’

B′

C′

D′

1

1

2

2

1

1

2

2

ቑ

𝐵2 = 𝐵′2
𝐵𝐷 = 𝐵′𝐷′
𝐷2 = 𝐷′2

→ ∆𝐴𝐵𝐷 ≅ ∆𝐴′𝐵′𝐷′ → ቮ
𝐴𝐷 = 𝐴′𝐷′

መ𝐴 = 𝐴′
𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′
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.متوازی الاضلاع است ABCD: فرض 

መ𝐴 + 𝐵 = 180° →
መ𝐴

2
+
𝐵

2
= 90° → ∆𝐴𝐵𝑄: መ𝐴1 + 𝐵1 = 90° → 𝑄 = 90°

A B

CD

N

P
M

Q .مستطیل است MNPQ: حکم 

:پس .در هر متوازی الاضلاع زاویه های مجاور ، مکمل یکدیگرند: اثبات 

12 1
2

1 21
2

:رد به روشی مشابه می توان ثابت ک
∆𝐵𝐶𝑃: 𝐵2 + መ𝐶2 = 90° → 𝑃 = 90° , ∆𝐶𝐷𝑁: መ𝐶1 + 𝐷1 = 90° → 𝑁 = 90°

→ 𝑁 = 𝑃 = 𝑄 = 90° → استمستطیل MNPQ
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فکر کنید
ل که ثابت کنید شکل حاصل از برخورد نیمسازهای یک مستطی

.طول عرض آن مساوی نباشند ، مربع است
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መ𝐴:فرض  = و90° መ𝐶 = 𝐵𝑀و30° = 𝑀𝐶 =
𝐵𝐶

2

𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 = 𝐶𝑀 =
𝐵𝐶

2

A

B

C

M

𝐴𝐵: حکم  =
𝐵𝐶

2
,𝐴𝐶 =

3

2
𝐵𝐶

:در هر مثلث قائم الزاویه ، میانه وارد بر وتر ، نصف وتر است یعنی  : اثبات 

መ𝐴:  از طرف دیگر  = و90° መ𝐶 = 30° → 𝐵 = :پس 60°

∆𝐴𝐵𝑀: 𝐵 = 60, 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 → 𝐴𝐵 = 𝐵𝑀 =
𝐵𝐶

2
→ 𝐴𝐵 =

𝐵𝐶

2

∆𝐴𝐵𝐶: መ𝐴 = 90° → 𝐴𝐶2 = 𝐵𝐶2 − 𝐴𝐵2 = 𝐵𝐶2 −
𝐵𝐶2

4

30°

→ 𝐴𝐶2 =
3

4
𝐵𝐶2 → 𝐴𝐶 =

3

2
𝐵𝐶
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መ𝐴:فرض  = و90° መ𝐶 = 45°

A

B

C

𝐴𝐵: حکم  = 𝐴𝐶 =
2

2
𝐵𝐶

:اثبات 
መ𝐴 = و90° መ𝐶 = 45° → 𝐵 = 45° → 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

∆𝐴𝐵𝐶: መ𝐴 = 90° → 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2

45°

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐵2 → 𝐵𝐶2 = 2𝐴𝐵2 → 𝐵𝐶 = 2𝐴𝐵

𝐴𝐵 =
1

2
𝐵𝐶 → 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 =

2
2
𝐵𝐶
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መ𝐴:فرض  = و90° መ𝐶 = 15°,𝐴𝐻 ⊥ 𝐵𝐶

A

B

C 𝐴𝐻: حکم  =
1

4
𝐵𝐶

:پس. میانه وارد بر وتر نصف وتر است . را رسم می کنیم AMمیانه :اثبات 

𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 =
𝐵𝐶

2

15°

→ ∆𝐴𝐵𝑀 ∶ 𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 → መ𝐴1 = መ𝐶 = 15°

∆𝐴𝐻𝑀 ∶ 𝐻 = 90° , 𝑀1 = 30° → 𝐴𝐻 =
𝐴𝑀

2

H

M

1

1

→ 𝑀1 = መ𝐴1 + መ𝐶 = 15° + 15° = 30°

→ 𝐴𝐻 =

𝐵𝐶
2
2

=
𝐵𝐶

4
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AB:فرض  ∥ CD ,AD ∥ BC
𝐴𝑀 = 𝑀𝐷,𝐵𝑁 = 𝑁𝐶

𝐴𝑃: حکم  = 𝑃𝑄 = 𝑄𝐶

AB:اثبات  ∥ CD , AD ∥ BC → 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶
÷2

𝐷𝑀 = 𝐵𝑁

→ DM ∥ BN ,𝐷𝑀 = 𝐵𝑁 → 𝐵𝑀 ∥ 𝐷𝑁 1
(1)

∆𝐴𝐷𝑄: PM ∥ DQ →
𝐴𝑃

𝑃𝑄
=
𝐴𝑀

𝑀𝐷
= 1 → 𝐴𝑃 = 𝑃𝑄

A
B

CD

NP QM

(1)
∆𝐵𝐶𝑃: BP ∥ NQ →

𝑃𝑄

𝐶𝑄
=
𝐵𝑁

𝑁𝐶
= 1 → 𝑃𝑄 = 𝑄𝐶

→ 𝐴𝑃 = 𝑃𝑄 = 𝑄𝐶
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𝐴𝑀:فرض  = 𝑀𝐵,𝐵𝑁 = 𝑁𝐶
𝐶𝑃 = 𝑃𝐷,𝐷𝑄 = 𝐴𝑄

𝑀𝑁: حکم  ∥ 𝑃𝑄,𝑃𝑁 ∥ 𝑄𝑀

:را رسم می کنیم ACقطر : اثبات 

∆ABC:
𝐵𝑁

𝐵𝐶
=
𝐵𝑀

𝐵𝐴
=
1

2
→ MN ∥ AC ,MN =

𝐴𝐶

2
1

A B

C

D

N

P

Q

M

∆ACD:
𝐷𝑃

𝐷𝐶
=
𝐷𝑄

𝐷𝐴
=
1

2
→ PQ ∥ AC , PQ =

𝐴𝐶

2
2

1 , 2 → 𝑀𝑁 ∥ 𝑃𝑄,𝑀𝑁 = 𝑃𝑄 → 𝑃𝑁 ∥ 𝑄𝑀
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دو به دو با قطرهای متناظر چهارضلعی MNPQاضلاع  مقابل چهارضلعی : پاسخ  
ABCDپس اگر قطرهای . موازی اندABCD برهم عمود باشندMNPQ

مستطیل است   

A B

C

D

N

P

Q

M

دو به دو نصف اندازه قطرهای متناظر MNPQاندازه اضلاع  مقابل چهارضلعی 
لوزی MNPQمساوی باشند ABCDپس اگر قطرهای .است ABCDچهارضلعی 

است   

A B

C

D

N

P

Q

M
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مساوی مجموع اندازه قطرهای MNPQمحیط  متوازی الاضلاع :پاسخ  
:است زیرا ABCDچهارضلعی 

A B

C

D

N

P

Q

M

𝑀𝑁 = 𝑃𝑄 =
𝐴𝐶

2
, 𝑃𝑁 = 𝑀𝑄 =

𝐵𝐷

2

→ 𝑀𝑁 +𝑁𝑃 + 𝑃𝑄 + 𝑄𝑀 =
𝐴𝐶

2
+
𝐵𝐷

2
+
𝐴𝐶

2
+
𝐵𝐷

2
= 𝐴𝐶 + 𝐵𝐷

فدهم اولین بار درقرن ه. سوالی که حل شد 
پیتر میلادی  توسط ریاضی دان فرانسوی

.حل شد( Pierre Varignon)وارینون 
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در فضای دو : سطح 
نقاط مجموعهبعدی 

درون و روی یک شکل
را سطح آن شکل می 

.  نامند

مربع تعداد: مساحت 
هایی به طول ضلع 
واحد که سطح یک 
را شکل را می پوشانند

مساحت آن شکل می 
.نامند

مجموع اندازه های اضلاع یک چند ضلعی: محیط چند ضلعی 
.را محیط آن چند ضلعی می نامند

.نشان می دهندA= areaیا S=Surfaceمعمولا مساحت را با یکی از نمادهای 

.شناخته می شود2P=Perimeterولی محیط با نماد 
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یادآوری روابط مساحت

𝑆: مساحت مربع  = 𝑎2

𝑎

𝑎

2𝑃: محیط مربع  = 4𝑎

𝑆: مساحت مستطیل  = 𝑎 × 𝑏

𝑎

𝑏

2𝑃: محیط مستطیل  = 2(𝑎 + 𝑏)

𝑆: مساحت متوازی الاضلاع  = 𝑏ℎ

2𝑃:محیط متوازی الاضلاع  = 2(𝑎 + 𝑏)
𝑎
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یادآوری روابط مساحت

𝑆: مساحت مثلث  =
1

2
𝑎ℎ

2𝑃: محیط مثلث  = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑎

𝑏

𝑐

2𝑆 = 𝑎ℎ𝑎 = 𝑏ℎ𝑏 = 𝑐ℎ𝑐
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یادآوری روابط مساحت

:پاسخ 

ABCارتفاع وارد بر وتر مثلث قائم الزاویه AHثابت کنید  اگر : 1مثال
AH: آنگاه . باشد  × BC = AC × AB

𝐴 𝐵

𝐶

2𝑆 = 𝐴𝐶 × 𝐴𝐵

𝐻

2𝑆 = 𝐴𝐻 × 𝐵𝐶

→ 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 = 𝐴𝐻 × 𝐵𝐶
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یادآوری روابط مساحت

:  وارد می کنیم ABرا بر ضلعCHارتفاعABCدر مثلث : پاسخ 

ست ثابت کنید مساحت هر مثلث برابر ا: 2مثال
با نصف حاصل ضرب اندازه های دو ضلع در 

.سینوس زاویه بین آنها 
𝐴 𝐵

𝐶

∆𝐴𝐵𝐻: 𝐻 = 90° → sin𝐴 =
𝐶𝐻

𝐴𝐶
→ 𝐶𝐻 = 𝐴𝐶 × sin𝐴

𝐻

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐵 × 𝐶𝐻 → 𝑆𝐴𝐵𝐶 =

1

2
AB × 𝐴𝐶 × sin𝐴

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
AB × 𝐴𝐶 × sin𝐴 =

1

2
AB × 𝐵𝐶 × sin𝐵 =

1

2
A𝐶 × 𝐵𝐶 × sin 𝐶
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یادآوری روابط مساحت

:پاسخ 

ی ثابت کنید مساحت هر مثلث متساو: 3مثال

برابر است باaالاضلاع به طول ضلع 
3

4
𝑎2

𝐴 𝐵

𝐶

∆𝐴𝐵𝐶 ∶ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = 𝑎 → መ𝐴 = 𝐵 = መ𝐶 = 60°

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
AB × 𝐴𝐶 × sin𝐴

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝑎 × 𝑎 × sin 60° =

1

2
𝑎2 ×

3

2
→ 𝑆𝐴𝐵𝐶 =

3

4
𝑎2

𝑎 𝑎

𝑎
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یادآوری روابط مساحت
𝑆: مساحت لوزی  =

1

2
𝑎𝑏

2𝑃: محیط لوزی  = 4𝑥
𝑥

𝑎

2

𝑎

2

𝑏

2

𝑏

2

𝑥

𝑥 𝑥

ثابت کنید مساحت هر چهار ضلعی که قطرهایش برهم عمودند برابر: 4مثال 
.است با نصف حاصل ضرب اندازه های دو قطر آن چهار ضلعی

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐻

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷
𝐻

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 + 𝑆∆𝐴𝐶𝐷

→ 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷=
1

2
𝐴𝐶 × 𝐵𝐻 +

1

2
𝐴𝐶 × 𝐻𝐷

→ 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷=
1

2
𝐴𝐶 × (𝐵𝐻 + 𝐻𝐷)→ 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷=

1

2
𝐴𝐶 × 𝐵𝐷

𝑥: اندازه ضلع لوزی  = (
𝑎

2
)2+(

𝑏

2
)2
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یادآوری روابط مساحت

𝑆: مساحت ذوزنقه  =
1

2
𝑎 + 𝑏 ℎ

2𝑃: محیط ذوزنقه  = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

ساق ثابت کنید مساحت هر ذوزنقه برابر است با حاصل ضرب اندازه یک: سوال 
.در فاصله آن ساق از وسط ساق دیگر

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

ℎ

𝐵𝐶: فرض  ∥ 𝐴𝐷 ,𝐴𝐵 ∦ 𝐶𝐷,𝐶𝑀 = 𝑀𝐷,𝑀𝐻 ⊥ 𝐴𝐵

𝑎

𝑏

𝑐 𝑑

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐻

𝑎

𝑏

𝑀
𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷: حکم  = 𝑀𝐻 × 𝐴𝐵
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یادآوری روابط مساحت
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ویژگی های مساحت مثلث
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:1مثال
را در یک جهت به اندازه خودشان امتداد ABCاضلاع مثلث 
ث بدست آید ثابت کنید مساحت مثل’A’B’Cداده تا مثلث 

A’B’C’ هفت برابر  مساحت مثلثABCاست.

:را رسم می کنیم ′𝐴𝐴پاره خط : اثبات
∆𝐴𝐵𝐴′: 𝐵𝐶 = 𝐶𝐴′ → 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 = 𝑆∆𝐴𝐴′𝐶

𝐴

𝐵 𝐶 𝐴′

𝐵′

𝐶′

∆𝐴′𝐵′𝐶: 𝐶𝐶 = 𝐴𝐵′ → 𝑆∆𝐴𝐴′𝐶 = 𝑆∆𝐴𝐴′𝐵′

می توان ثابت نمود که ′𝐵𝐵′,𝐶𝐶به روش مشابه با رسم پاره خطهای  
.برابر است 𝐴𝐵𝐶مساحت هر یک ازشش مثلث تشکیل  شده با مساحت مثلث 

′𝑆∆𝐴′𝐵′𝐶:پس  = 7𝑆∆𝐴𝐵𝐶

→ 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 = 𝑆∆𝐴𝐴′𝐶 = 𝑆∆𝐴𝐴′𝐵′
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:2مثال
ل ثابت کنید اگر وسطهای اضلاع یک مثلث را به هم وص

.  ارندچهار مثلث تشکیل شده ، مساحت هایی برابر د. کنیم 

:اثبات

∆𝐴𝐵𝐶:
𝐴𝑀

𝑀𝐵
=
𝐴𝑁

𝑁𝐵
= 1 → 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 → 𝑀𝑁 ∥ 𝑃𝐶 1

𝐴

𝐵 𝐶

∆𝐴𝐵𝐶:
𝐵𝑀

𝑀𝐴
=
𝐵𝑃

𝑃𝐶
= 1 → 𝑀𝑃 ∥ 𝐴𝐶 → 𝑀𝑃 ∥ 𝑁𝐶 2

𝐴𝑀𝑃𝑁می توان ثابت نمود که چهار ضلعی های  به روش مشابه  و 𝑀𝑁𝑃𝐵
:درنتیجه . متوازی الاضلاع اند 

𝑆∆𝑀𝑁𝑃 = 𝑆∆𝑃𝑁𝐶 = 𝑆∆𝑀𝑃𝐵 = 𝑆∆𝐴𝑀𝑁 =
1

4
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

1 , 2 → ∆𝑀𝑁𝑃 ≅ ∆𝑃𝑁𝐶 → 𝑆∆𝑀𝑁𝑃= 𝑆∆𝑃𝑁𝐶

𝑀 𝑁

𝑃
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.قطع می کنند2به 1دو میانه هر مثلث همدیگر را به نسبت :قضیه 
𝐴

𝐵 𝐶

𝑀 𝑁

𝐺

𝐷

ABCاز مثلث CMو  BNفرض کنیم دو میانه : اثبات 
.قطع کنندGهمدیگر را در نقطه 

رسم نموده CMخطی موازی  میانه Nاز نقطه 
.قطع کندDرا در نقطه ABضلع تا 

∆𝐴𝐶𝑀:𝑁𝐷 ∥ 𝐶𝑀 →
𝐴𝐷

𝐷𝑀
=
𝐴𝑁

𝑁𝐶
= 1 → 𝐴𝐷 = 𝐷𝑀 =

𝐴𝑀

2
𝐴𝑀=𝑀𝐵

𝐷𝑀 =
𝐵𝑀

2
1

∆𝐵𝐷𝑁:𝑁𝐷 ∥ 𝐺𝑀
1 𝐵𝐺

𝐺𝑁
=
𝐵𝑀

𝑀𝐷
=
1

2
→ 𝐵𝐺 = 2𝐺𝑁

𝐶𝐺: به روشی مشابه می توان ثابت کرد  = 2𝐺𝑀

: پس 
𝐺𝑁

𝐺𝐵
=

𝐺𝑀

𝐺𝐶
=

1

2
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.میانه های هر مثلث همرس اند:قضیه 
𝐴

𝐵 𝐶

𝑀 𝑁
𝐺

𝑃

ABCاز مثلث CMو  BNفرض کنیم دو میانه : اثبات 
.قطع کنندGهمدیگر را در نقطه 

(1):بنا به قضیه قبل داریم 
𝐺𝑁

𝐺𝐵
=

𝐺𝑀

𝐺𝐶
=

1

2

𝐺′𝑁

𝐺′𝐵
=
𝐺′𝑃

𝐺′𝐶
=
1

2
(2)

قطع ′𝐺از همان مثلث همدیگر را در نقطه دیگری مانند APو  BNاگر دو میانه 
:با استدلال مشابه می توان نتیجه گرفت . کنند

1 , (2) →
𝐺𝑁

𝐺𝐵
=
𝐺′𝑁

𝐺′𝐵
=
1

2
→

𝐺𝑁

𝐺𝑁 + 𝐺𝐵
=

𝐺′𝑁

𝐺′𝑁 + 𝐺′𝐵

→
𝐺𝑁

𝐵𝑁
=
𝐺′𝑁

𝐵𝑁
→ 𝐺𝑁 = 𝐺′𝑁

همرس اندGبرهم منطبق اند و هرسه میانه در نقطه ′GوGلذا دو نقطه 

𝐺′
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:نتیجه 
.تقسیم می کنند2به 1و یکدیگر را به نسبت . میانه های هر مثلث همرس اند

𝐴

𝐵 𝐶

𝑀 𝑁

𝐺

𝑃

:به عبارت دیگر

𝐺𝑃

𝐺𝐴
=
𝐺𝑁

𝐺𝐵
=
𝐺𝑀

𝐺𝐶
=
1

2

𝐴𝑃پس اگر  = 𝑚𝑎 ,𝐵𝑁 = 𝑚𝑏 ,𝐶𝑀 = 𝑚𝑐 آنگاه:

G𝐵 =
2

3
𝑚𝑏 , 𝐺𝑁 =

1

3
𝑚𝑏

G𝐴 =
2

3
𝑚𝑎 , 𝐺𝑃 =

1

3
𝑚𝑎

G𝐶 =
2

3
𝑚𝑐 , 𝐺𝑀 =

1

3
𝑚𝑐
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:3مثال 
ایی نشان دهید شش مثلث تشکیل شده از رسم میانه های یک مثلث ، مساحته

𝐴.مساوی یکدیگر دارند

𝐵 𝐶

𝑀 𝑁

𝐺

𝑃

میانه های BMو BNو APفرض کنیم : اثبات 
:  نقطه همرسی آنها باشد Gو  ABCمثلث 

∆𝐵𝐺𝐶: 𝐵𝑃 = 𝐵𝐶 → 𝑆∆𝐵𝐺𝑃 = 𝑆∆𝐶𝐺𝑃 = 𝑥

𝒙 𝒙

∆𝐴𝐺𝐶: 𝐴𝑁 = 𝑁𝐶 → 𝑆∆𝐴𝐺𝑁 = 𝑆∆𝐶𝐺𝑁 = 𝑦

𝒚

𝒚

∆𝐴𝐺𝐵: 𝐴𝑀 = 𝑀𝐵 → 𝑆∆𝐴𝐺𝑀 = 𝑆∆𝐵𝐺𝑀 = 𝑧

𝒛

𝒛

∆𝐴𝐵𝐶: 𝐵𝑃 = 𝐵𝐶 → 𝑆∆𝐴𝐵𝑃 = 𝑆∆𝐴𝐶𝑃 → 𝑥 + 2𝑧 = 𝑥 + 2𝑦 → 𝑧 = 𝑦

∆𝐴𝐵𝐶: 𝐴𝑁 = 𝑁𝐶 → 𝑆∆𝐴𝐵𝑁 = 𝑆∆𝐵𝐶𝑁 → 2𝑥 + 𝑦 = 2𝑧 + 𝑦 → 𝑥 = 𝑧

→ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧
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روانه ای این ویژگی به قضیه شبه پ: توضیح 
معروف می باشد و درستی آن نیز واضح 

:  است زیرا 

A𝐵 ∥ 𝐶𝐷 → 𝑆∆𝐴𝐶𝐷 = 𝑆∆𝐵𝐶𝐷

→ 𝑆∆𝑂𝐴𝐷 + 𝑆∆𝑂𝐶𝐷 = 𝑆∆𝑂𝐵𝐶 + 𝑆∆𝑂𝐶𝐷

→ 𝑆∆𝑂𝐴𝐷 = 𝑆∆𝑂𝐵𝐶
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رسم می کنیم تا ACخطی موازی Bمتصل نموده سپس از Cرا به  A: پاسخ 
.قطع کند FوEدو مرز را در نقاط 

A𝐶 ∥ 𝐶𝐷 → 𝑆∆𝑂𝐴𝐵 = 𝑆∆𝑂𝐹𝐶

.پاسخ مساله استAFپس پاره خط 

E

F

O

ی بنا به قضیه شبه پروانه ا. قطع کند Oرا در نقطه BCپاره خط AFاگر پاره خط 
:داریم 
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را BCضلع Bاز طرف . است BCوسط ضلع ABC ،Mدر مثلث : 4مثال 
رسم ANخطی موازی Mسپس از . برسیمNامتداد داده تا به نقطه دلخواه 

به مساحت مثلث DNCنسبت مساحت مثلث . قطع کند Dرا در ACنموده تا 
ABCچقدر است ؟

A𝑁 ∥ 𝑀𝐷 → 𝑆∆𝐴𝐸𝐷 = 𝑆∆𝐸𝑀𝑁

AMفرض کنیم میانه : اثبات 
Eرا در نقطه NDپاره خط  

.قطع می کند

𝐴

𝐵 𝐶𝑀𝑁

𝐷𝐸

:م بنا به قضیه شبه پروانه داری

→ 𝑆∆𝐷𝑁𝐶 = 𝑆∆𝐸𝑀𝑁 + 𝑆∎𝐸𝑀𝐶𝐷 = 𝑆∆𝐴𝐸𝐷 + 𝑆∎𝐸𝑀𝐶𝐷 = 𝑆∆𝐴𝑀𝐶 1

∆𝐴𝐵𝐶: 𝐵𝑀 = 𝑀𝐶 → 𝑆∆𝐴𝐵𝑀 = 𝑆∆𝐴𝑀𝐶 =
1

2
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 2

1 , 2 → 𝑆∆𝐷𝑁𝐶 = 𝑆∆𝐴𝑀𝐶 =
1

2
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 →

𝑆∆𝐷𝑁𝐶
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

=
1

2
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لاع ثابت کنید مجموع فواصل هر نقطه دلخواه درون مثلث متساوی الاض: 5مثال 
.یدسپس آن مقدار ثابت را حساب کن. مساوی مقداری ثابت است 𝑎به طول ضلع 
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p

A

B C

N

M

H

a a

a

نقطه دلخواهی درون مثلث Pفرض کنیم : اثبات 
.  باشدaبه طول ضلع ABCمتساوی الاضلاع 

را به تر تیب AB,AC , BCاز اضلاع Pفاصله 
PM,PN,PHمی نامیم.

P را به تمام رئوس مثلثABCوصل می کنیم

𝑆∆𝐴𝐵𝑃 + 𝑆∆𝐴𝐶𝑃 + 𝑆∆𝐵𝐶𝑃 = 𝑆∆𝐴𝐵𝐶

→
1

2
𝐴𝐵 × 𝑃𝑀 +

1

2
𝐴𝐶 × 𝑃𝑁 +

1

2
𝐵𝐶 × 𝑃𝐻 =

3

4
𝑎2

→
1

2
𝑎 × 𝑃𝑀 +

1

2
𝑎 × 𝑃𝑁 +

1

2
𝑎 × 𝑃𝐻 =

3

2
×
1

2
𝑎 × 𝑎

÷
1

2
𝑎

𝑃𝑀 + 𝑃𝑁 + 𝑃𝐻 =
3

2
𝑎 = h

h
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ثابت کنید مجموع فواصل هر نقطه دلخواه روی قاعده  مثلث متساوی: 6مثال 
اب سپس آن مقدار ثابت را حس. مساوی مقداری ثابت است الساقین از دو ساق آن

.کنید
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P

A

B C

F

E

𝑎 𝑎

BCنقطه دلخواهی روی قاعده Pفرض کنیم : اثبات 
.  باشدaبه طول ساق ABCاز مثلث متساوی الساقین

PE,PFرا به تر تیب  AB,ACاز ساق های Pفاصله 
.می نامیم

را رسم می کنیمPAپاره خط 

𝑆∆𝐴𝐵𝑃 + 𝑆∆𝐴𝐶𝑃 = 𝑆∆𝐴𝐵𝐶

→
1

2
𝐴𝐵 × 𝑃𝐸 +

1

2
𝐴𝐶 × 𝑃𝐹 =

1

2
𝑎 × ℎ𝑏

→
1

2
𝑎 × 𝑃𝐸 +

1

2
𝑎 × 𝑃𝐹 =

1

2
𝑎 × ℎ𝑏

÷
1

2
𝑎

𝑃E + 𝑃𝐹 = ℎ𝑏

ℎ𝑏
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لث ثابت کنید قدرمطلق تفاضل فواصل هر نقطه دلخواه روی قاعده  مث: 7مثال 
ابت سپس آن مقدار ث. مساوی مقداری ثابت است متساوی الساقین از دو ساق آن

.را حساب کنید
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P

A

B C

F

E
𝑎 𝑎

BCنقطه دلخواهی روی امتدادقاعده Pفرض کنیم : اثبات 
.  باشدaبه طول ساق ABCاز مثلث متساوی الساقین

PE,PFرا به تر تیب  AB,ACاز ساق های Pفاصله 
.می نامیم

را رسم می کنیمPAپاره خط 

𝑆∆𝐴𝐵𝑃 − 𝑆∆𝐴𝐶𝑃 = 𝑆∆𝐴𝐵𝐶

→
1

2
𝐴𝐵 × 𝑃𝐸 −

1

2
𝐴𝐶 × 𝑃𝐹 =

1

2
𝑎 × ℎ𝑏

→
1

2
𝑎 × 𝑃𝐸 −

1

2
𝑎 × 𝑃𝐹 =

1

2
𝑎 × ℎ𝑏

÷
1

2
𝑎

𝑃E − 𝑃𝐹 = ℎ𝑏

ℎ𝑏
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چند ضلعی شبکه ای و مساحت
مجموعه نقاطی از صفحه مختصات که طول و عرض آنها عدد: نقاط شبکه ای 

. نمونه ای از  نقاط شبکه ای هستند. صحیح باشد 
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ک در واقع اگر یک دسته خط موازی با فاصله های یکسان داشته باشیم و ی
محل. دسته دیگر از  خطها موازی با همان فاصله  بر دسته اول عمود باشند 

تقاطع این دو دسته را نقاط شبکه ای می نامند



چند ضلعی شبکه ای و مساحت
اط اگر تمام رأس های یک چند ضلعی روی یک مجموعه نق: چند ضلعی شبکه ای

.امندآن چند ضلعی  را چند ضلعی شبکه ای می ن. شبکه ای قرار داشته باشند 

نقاطازنقاطیمجموعهبه:مرزینقاط
آنرئوسیااضلاعرویکهایشبکه
.رندگیمیقرارایشبکهضلعیچند
میگفتهضلعیچندآنمرزینقاط
.شود

که ای به مجموعه نقاطی از نقاط شبکه ای که درون چند ضلعی شب: نقاط درونی 
.نقاط درونی آن چند ضلعی گفته می شود. قرار می گیرند 

شبکه ای در هر چند ضلعی : توجه 
Boundary Point =bنقاط مرزی را با تعداد 

.نشان می دهند Interior Point =iتعداد نقاط درونی را با و 
𝑏: مثلا در شکل فوق  = 11 ,𝑖 = دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا25 93



چند ضلعی شبکه ای و مساحت
ه با توجه به شکل مساحت هر یک از چند ضلعی های زیر را حساب کرد: 1سوال 

.سپس با کامل کردن جدول ، یک نتیجه کلی بدست آورید

توان می. اگر یک چند ضلعی شبکه ای هیچ نقطه درونی نداشته باشد: نتیجه

𝑆:    مساحت آن را بر حسب نقاط مرزی حساب کرد  =
𝑏

2
− 1

𝒃 تعداد نقاط مرزی= 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑖 = درونیتعداد نقاط 0 0 0 0 0 0 0 0

مساحت 1

2

1 3

2

2 5

2

3 7

2

4

𝒃 تعداد نقاط مرزی= 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑖 = درونیتعداد نقاط

مساحت
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چند ضلعی شبکه ای و مساحت
ه با توجه به شکل مساحت هر یک از چند ضلعی های زیر را حساب کرد: 2سوال 

.سپس با کامل کردن جدول ، یک نتیجه کلی بدست آورید

می توان مساحت هر چند ضلعی شبکه ای  را بر حسب نقاط مرزی و : نتیجه

𝑆:    درونی آن حساب کرد  =
𝑏

2
− 1 + 𝑖

𝒃 تعداد نقاط مرزی= 6 6 6 6 6 6 6

𝑖 = درونیتعداد نقاط 1 2 3 4 5 6 7

𝑏

2
− 1

مساحت

𝒃 تعداد نقاط مرزی= 6 6 6 6 6 6 6

𝑖 = درونیتعداد نقاط 1 2 3 4 5 6 7

𝑏

2
− 1

2 2 2 2 2 2 2

مساحت 3 4 5 6 7 8 9
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قضیه پیک
:   بامساحت هر چند ضلعی شبکه ای  برابر است

𝑆 =
𝑏

2
− 1 + 𝑖

گئورگ الکساندر پیک
Georg Alexander Pick 10

1942ژوئیه 26–1۸59اوت 
.بوداتریشاهلریاضیات دانشمند در زمینهیک 

یبی به کمک قضیه پیک می توان مساحت تقر
.شکل های نامنظم هندسی را تعیین کرد

ثبات لذا بدون ا. اثبات قضیه پیک خارج از برنامه درسی است 
فقط از فرمول پیک استفاده می کنیم
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قضیه پیک
بکهشهاینقطهفاصلهاگر:درکلاسکار
ختدربرگیکباشد،مترسانتییکای
ابودهیدقرارشطرنجیصفحهیکرویرا

تقریبیطوربهراآنمساحتآنرسم
.کنیدمحاسبه

واحدکردنترکوچکباکهاستواضح
بهتریتقریببارامساحتتوانیممی

.کنیممحاسبه

:پاسخ

𝑏 = 44 ,𝑖 = 45 → 𝑆 ≃
𝑏

2
− 1 + 𝑖 = 22 − 1 + 45 = 66 𝑐𝑚2
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:پاسخ

𝐴𝐶

𝐵𝐷
=
1

3
→
2𝑥

2𝑦
=
1

3
→ 𝑦 = 3𝑥

B

C

D
O

𝑥
2 10

2 102 10

2 10

𝑥

𝑦 𝑦

A

∆𝑂𝐴𝐵: 𝑂𝐴2 + 𝑂𝐵2 = 𝐴𝐵2 → 𝑥2 + 𝑦2 = (2 10)2

𝑦=3𝑥
𝑥2 + 9𝑥2 = 4 × 10 → 10𝑥2 = 40 → 𝑥2 = 4 → 𝑥 = 2

→ 𝐴𝐶 = 4 , 𝐵𝐷 = 12 → 𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

2
× 4 × 12 = 24
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:پاسخ

ൡ
𝐴𝐵 = 𝐴𝐷
𝐶𝐷 = 𝐵𝐶
𝐴𝐶 = 𝐴𝐶

→ ∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐴𝐶𝐷 → อ
መ𝐴1 = መ𝐴2
መ𝐶1 = መ𝐶2

→ 𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐷, 𝐴𝐶 = 8, 𝐵𝐷 = 6 → 𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

2
× 8 × 6 = 24

A

B

C

D
O

1 2

1 2

ൡ
𝐴𝐵 = 𝐴𝐷
መ𝐴1 = መ𝐴2
𝑂𝐴 = 𝑂𝐴

→ ∆𝑂𝐴𝐵 ≅ ∆𝑂𝐶𝐷 → ቤ
𝑂1 = 𝑂2 = 90°
𝑂𝐵 = 𝑂𝐷

.استBDقطرمنصفعمودACقطرپس

1 2



𝑑موازیخطدوفاصلهکنیمفرض:پاسخ ,𝑑′

قاعده𝐴𝐵چونصورتایندر.باشدℎبرابر
جهنتیتوانمی.استالاضلاعمتوازیدوهرمشترک

:کهگرفت

𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑆∎𝐴𝐵𝐸𝐹 = 𝐴𝐵 × ℎ
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برراBNوAMعمودهای:پاسخ
کنیممیواردCDقاعده

AB ∥ CD, AM ⊥ CD, BN ⊥ CD → MN = AB = b , AM = BN = h

𝐴 𝐵

𝐶𝐷
45° 45°

𝑏

𝑎
𝑀 𝑁

ℎ ℎ

𝑏

∆𝐴𝐷𝑀 ≅ 𝐵𝐶𝑁 → 𝐷𝑀 = 𝐶𝑁 =
𝑎 − 𝑏

2
∆𝐴𝐷𝑀 ∶ መ𝐴 = 𝑀 = 45° → 𝐴𝑀 = 𝐷𝑀 → ℎ =

𝑎 − 𝑏

2

𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

2
𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 × 𝐴𝑀 =

1

2
𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑏

2
=
𝑎2 − 𝑏2
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𝑎
𝑏

𝑐

𝑎

𝑏

𝑐

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷𝐸

𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑆∆𝐴𝐵𝐸 + 𝑆∆𝐶𝐷𝐸 + 𝑆∆𝐵𝐶𝐸

→ 𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷=
1

2
𝑏𝑐 +

1

2
𝑏𝑐 +

1

2
𝑎𝑎 = 𝑏𝑐 +

1

2
𝑎2 (1)

→ 𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷=
1

2
𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 × 𝐴𝐷 =

1

2
𝑐 + 𝑏 𝑐 + 𝑏 (2)

1 , 2 →
1

2
𝑐 + 𝑏 2 = 𝑏𝑐 +

1

2
𝑎2

×2
𝑐 + 𝑏 2 = 2𝑏𝑐 + 𝑎2

→ 𝑏2 + 2𝑏𝑐 + 𝑐2 = 2𝑏𝑐 + 𝑎2 → 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎2دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا 102



𝑂

𝑁

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝑀

∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐴𝐶𝐷

∆𝐴𝐵𝐶 ∶ 𝐵𝑀 = 𝑀𝐶 ,𝑂𝐴 = 𝑂𝐶
:در نتیجه . هستندABCمیانه های مثلث OBو AMپس 

→ 𝑆∆𝐵𝑀𝑁 =
1

6
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

1
𝑆∆𝐵𝑀𝑁 =

1

6

1

2
𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

12
𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷

→ 𝑆∆𝐴𝐵𝐶= 𝑆∆𝐴𝐶𝐷 =
1

2
𝑆∎𝐴𝐵𝐶𝐷 1
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𝑃

𝑁

𝐴

𝐵 𝐶

𝑀 𝑃𝐶

𝑃𝐵
=
1

3
→
𝑃𝐶

𝐵𝐶
=
1

4
→
𝑆∆𝐴𝑃𝐶
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

=
1

4

𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 → 𝑄𝑁 ∥ 𝑃𝐶
2

∆𝐴𝑄𝑁~∆𝐴𝑃𝐶 , 𝑘 =
1

3

→
𝑆∆𝐴𝑄𝑁
𝑆∆𝐴𝑃𝐶

= 𝑘2 =
1

9
→ 𝑆∆𝐴𝑄𝑁 =

1

9
𝑆∆𝐴𝑃𝐶 3

1
𝑆∆𝐴𝑄𝑁 =

1

9
×
1

4
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

𝐴𝑀

𝑀𝐵
=
1

2
→
𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
1

3
,𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 →

𝐴𝑁

𝐴𝐶
=
1

3
(2)

𝑄

→ 𝑆∆𝐴𝑃𝐶

=
1

4
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 1

→ 𝑆∆𝐴𝑄𝑁 =
1

36
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𝑃

𝑁

𝐴

𝐵 𝐶

𝑀 𝑆∎𝑃𝑄𝑁𝐶 = 𝑆∆𝐴𝑃𝐶 − 𝑆∆𝐴𝑄𝑁𝑄
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3
𝑆∎𝑃𝑄𝑁𝐶 = 𝑆∆𝐴𝑃𝐶 −

1

9
𝑆∆𝐴𝑃𝐶 =

8

9
𝑆∆𝐴𝑃𝐶

1
𝑆∎𝑃𝑄𝑁𝐶 =

8

9
×
1

4
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =

2

9
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 (4)

∆𝐴𝐵𝐶:𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 → ∆𝐴𝑀𝑁~∆𝐴𝐵𝐶, 𝑘 =
𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
1

3

→
𝑆∆𝐴𝑀𝑁

𝑆∆𝐴𝐵𝐶
= 𝑘2 =

1

9
→ 𝑆∆𝐴𝑀𝑁 =

1

9
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 5

4 , 5 → 𝑆∎𝐵𝑃𝑄𝑀 = 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 −
2

9
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 +

1

9
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =

2

3
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

روش اول



𝑃

𝑁

𝐴

𝐵 𝐶

𝑀
𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 →

𝑀𝑄

𝐵𝑃
=
𝑄𝑁

𝑃𝐶
=
𝐴𝑀

𝐴𝐵
=
1

3
𝑄
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→
𝑀𝑄

𝑄𝑁
=
𝐵𝑃

𝑃𝐶
= 3 →

𝑆∆𝐴𝑀𝑄

𝑆∆𝐴𝑄𝑁
= 3

→𝑆∆𝐴𝑀𝑄 = 3 ×
1

36
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =

1

12
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 (4)

𝑃𝐶 =
1

4
𝐵𝐶 → 𝑆∆𝐴𝑃𝐶 =

1

4
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 5

4 , 5 → 𝑆∎𝐵𝑃𝑄𝑀 = 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 −
1

12
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 +

1

4
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

روش دوم

→ 𝑆∎𝐵𝑃𝑄𝑀 =
2

3
𝑆∆𝐴𝐵𝐶



فرض کنیم مساحت چند ضلعی داخلی و 
:باشد 𝑆2و 𝑆1بیرونی به ترتیب برابر 

𝑆1 =
𝑏1
2
− 1 + 𝑖1 =

5

2
− 1 + 3 =

9

2
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𝑆2 =
𝑏2
2
− 1 + 𝑖2 =

9

2
− 1 + 13 =

33

2

𝑆 = 𝑆2−𝑆1=
33

2
−
9

2
= 12



𝑚بدیهی است که مساحت مستطیلی به طول
𝑆: برابراست با 𝑛و عرض  = 𝑚𝑛

𝑏 = 2𝑚 + 2𝑛

دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا 108

𝑖 = 𝑚 − 1 𝑛 − 1 = 𝑚𝑛 −𝑚 − 𝑛 + 1

𝑆 =
𝑏

2
− 1 + 𝑖 =

2 𝑚 + 𝑛

2
− 1 +𝑚𝑛 −𝑚 − 𝑛 + 1 = 𝑚𝑛

𝑛از از طرف دیگر این مستطیل + سطر و 1
𝑚 + :ستون تشکیل شده است لذا 1



𝒃 تعداد نقاط مرزی= 4 6 8

𝑖 = درونیتعداد نقاط 2 1 0

𝑏

2
− 1 + 𝑖
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آبادانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان
3

 ولی . اردیک مفهوم اولیه است و در ریاضیات تعریف دقیقی ندفضا
.نامیمتمام نقاط را فضا میمجموعه

 بعدی است که از ابعاد طول 3در این فصل منظور از فضا ، فضای
.و عرض و ارتفاع تشکیل شده است

داردهر صفحه فقط دو بعد . در فضا بی شمار صفحه وجود دارد.
فضا از بی شمار خط و نقطه تشکیل شده است.
از هر نقطه در فضا بی شمار خط می گذرد.



به ازای هر دو نقطه متمایز تنها یک خطط وجطود دارد کطه از انهطا 
.گذردمی

4

از هر سه نقطه متمایز در فضا که بر یک خط قرار ندارند ، یک و تنها 
.یک صفحه، می گذرد
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برای نامگذاری صفحه حداقل به سه : نتیجه 
.نقطه از ان صفحه نیاز داریم
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ی در اگر دو نقطه متمایز از خطی، در یک صفحه باشند، ان خط به تمام
.ان صفحه قرار می گیرد

خط از هر دو ططر  نامحطدود : تذکر
از همطه صفحه نیز در دو بعطد . است

طر  نامحطدود می باشطد، بنطابراین،
طبیعططی اسططت کططه تمططام صططفحه را 
اد و نمی توان در یک تصویر، نشطان د

ان چه کطه مشطاهده می شطود تنهطا 
.بخشی از صفحه است
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وضعیت نسبی دو خط در یک صفحه

. نطدیا فقط در یک نقطه مشترک ادوخط در یک صفحه 
(دو خط متقاطع )

(دو خط موازی . )یا هیچ نقطه اشتراکی ندارند 

ک دو خط منطبق برهم بعنوان ی: تذکر 
.خط در نظر گرفته می شوند



وضعیت نسبی دو خط در فضا
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وضعیت نسبی دو خط در فضا
اطع را دو خط متق. دوخط درفضا که فقط در یک نقطه مشترک اند-1

همواره صفحه ای وجود دارد که دو خط متقاطع به تمطامی . می نامند 
.در ان قرار دارند

فحه هیچ نقطه مشترکی نداشته و هردو در یک صدوخط درفضا که -2
.قرار داشته باشند را دو خط موازی می نامند
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وضعیت نسبی دو خط در فضا

که نتوان انها را در یک صطفحه قطرار داد را دو خطط درفضا دو خط -3
متنافر می نامند

ه دو خط متنافر هیچ نقط: 1نتیجه
.اشتراکی ندارند

.متنافریا موازی اند یا متقاطع اند دو خط در فضا یا : 2نتیجه
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ده با توجه به مکعب مقابل وضعیت نسبی خطهای خواسته  شط: 1مثال
.را تعیین کنید

𝐴𝐵,𝐵𝐶: الف 

:پاسخ 
𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝐴’ 𝐵′

𝐶′𝐷′

′𝐶𝐶′,𝐵𝐵: ب 

𝐴𝐴′,𝐵𝐶: ج 

متقاطع اندBدر نقطه 𝐴𝐵,𝐵𝐶: الف 

.موازی اند′𝐶𝐶′,𝐵𝐵: ب 

.متنافر اند𝐴𝐴′,𝐵𝐶: ج 

A′𝐷′,𝐵𝐶: د 

.موازی اند𝐴′𝐷′,𝐵𝐶: د 
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.به سوال های زیر پاسخ دهید: 2مثال 

در یک صفحه از هر نقطه چند خط می گذرد ؟ در فضا چطور ؟: الف 

:پاسخ 

در یک صفحه از هر نقطه خارج یک خط چند خطط  بطه مطوازات ان : ب 
می توان رسم کرد ؟ در فضا چطور ؟

بی شمار–بی شمار : الف 

فقط یک خط -خط فقط یک : ب 
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.به سوال های زیر پاسخ دهید: 3مثال 

ایطا در . می دانیم در صفحه ، دو خط موازی با یک خط مطوازی انطد: الف 
فضا  هم اینگونه است ؟

:پاسخ 

ا  ایا در فض. خط موازی اندخط عمود بریک می دانیم در صفحه ، دو : ب 
؟هم اینگونه است 

بله ، در فضا نیز دو خطط مطوازی: الف 
.با یک خط موازی اند

خیر ، در فضا دو خطط عمطود بطر یطک : ب 
.  خط می توانند موازی یا متنافر باشند
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:4مثال 

:پاسخ 

انگاه وضعیت نسبی خط. متقاطع باشند 𝑝با صفحه 𝑑اگر خط 
𝑑 با یک خط دلخواه از صفحه𝑝چه می تواند باشد ؟

.  باشد 𝑝خط دلخواهی از صفحه 𝑙اگر خط 

𝑙در این صورت  ,𝑑یا متقاطع اند یا متنافر.
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وضعیت نسبی یک خط و یک صفحه در فضا

انگاه . داگر خط و صفحه هیچ نقطه اشتراکی نداشته باشن-1
.  خط و صفحه ، موازی اند

انگاه .اگر خط و صفحه فقط در یک نقطه مشترک باشند-2
.  خط و صفحه ، متقاطع اند
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وضعیت نسبی یک خط و یک صفحه در فضا

ه اگر خط و صفحه بیشطتر از یطک نقططه مشطترک داشطت-3
.باشند انگاه خط بر صفحه واقع است

ا یطمطوازی انطد یک خط و صفحه در فضا ، نسبت به هم یطا : نتیجه 
.خط بر صفحه واقع استیا متقاطع



.با توجه به شکل های زیر به سؤالات پاسخ دهید: تمرین

16

A

B

CD

E
G

H

A
B

C

D

F

C

D

F

AB

E

E

نسبت به هم، در مکعب مستطیل چگونه است؟EHو ABوضعیت دو خط ( الف

نسبت به هم، در منشور چگونه است؟CDو ABط وضعیت دو خ

نسبت به هم، در هرم چگونه است؟ADو ABوضعیت دو خط 

دو خط

.بیابیدABدر مکعب مستطیل دو خط متنافر با خط ( ب

. بیابیدAEدر منشور دو خط موازی با خط 

می توانید بیابید؟ABدر هرم چند خط متقاطع با خط 

دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا
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:به سوالات زیر پاسخ دهید : 1مثال 
از یک خط در فضا چند صفحه می گذرد ؟: الف 
از دو خط متقاطع چند صفحه می گذرد ؟: ب 
از دو خط موازی چند صفحه می گذرد ؟: ج 
د ؟از یک نقطه غیر واقع بر صفحه چند خط موازی ان صفحه می گذر: د 

:پاسخ 

Lاربی شم: الف 

.از دو خط متقاطع یک و تنها یک صفحه می گذرد: ب 

.از دو خط موازی یک و تنها یک صفحه می گذرد: ج 

بی شمار: د 
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Pدر صطفحه Aاگطر نقططه . متقاطع انطد Aدو خط در نقطه : 2مثال 
.و ان دو خط را مشخص کنیدPوضعیت صفحه . واقع باشد 

:پاسخ 

:یکی از سه حالت زیر رخ می دهد 

.قرار دارندPهر دو خط به تمامی در صفحه -1

.فقط یکی از دو خط به تمامی در صفحه قرار دارد-2

.قطع می کنندAهر دو خط صفحه را در نقطه -3
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𝑑دو خط: 3مثال  و 𝑑′در فضا موازی اند.

.یا موازی است یا خط دوم به تمامی در ان قرار دارد:الف :پاسخ 
.تمامی در ان قرار داردنیز به یا موازی است یا خط دوم : ب 
متقاطع: ج 

ه از ایطن دو خطط مطوازی باشطد ، نسطبت بطاگر صفحه ای با یکی : الف 
دیگری چه وضعی دارد ؟

گطری از این دو خط باشد ، نسبت بطه دییکی شامل اگر صفحه ای : ب 
چه وضعی دارد ؟

ری یکی از این دو خط را قطع کند ، نسبت بطه دیگطاگر صفحه ای : ج 
چه وضعی دارد ؟
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𝑑دو خط: 3مثال  و 𝑑′در فضا متنافرند.

متقاطع: ب متقاطع:الف :پاسخ 
.تمامی در ان قرار داردبه موازی است یا خط دوم یا متقاطع یا : ج 

ه از ایطن دو خطط مطوازی باشطد ، نسطبت بطاگر صفحه ای با یکی : الف 
دیگری چه وضعی دارد ؟

گطری از این دو خط باشد ، نسبت بطه دییکی شامل اگر صفحه ای : ب 
چه وضعی دارد ؟

ری یکی از این دو خط را قطع کند ، نسبت بطه دیگطاگر صفحه ای : ج 
چه وضعی دارد ؟
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وضعیت نسبی دو صفحه در فضا
ه هطم اگر دو صفحه هیچ نقطه مشطترکی نداشطته باشطند ، نسطبت بط-1

.موازی اند

اگر دو صفحه فقطط در یطک خطط -2
هطم راست مشترک باشند، نسبت بطه

.متقاطع هستند 
P

L

Q

طع خط راستی که محل تقاطع دو صفحه متقطا: تذکر 
.است را فصل مشترک دو صفحه متقاطع می نامند

.متقاطعیا موازی اند دو صفحه در فضا یا : نتیجه 
.یموقتی دو صفحه بر هم منطبق می شوند ، انها را یک صفحه در نظر می گیر
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موازی
موازی
متنافر

چهار
سه
چهار

FBCصفحه 
EFGهای صفحه ,ABC
CDHهای صفحه ,ADH
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تعامُد
.دو خط را عمود برهم می نامیم هرگاه زاویه بین انها قائمه باشد: یاداوری 

عمود است اگر صطفحه 𝑃بر صفحه 𝑙خط :  تعریف خط عمود برصفحه  
𝑃 را در نقطه ای مانند𝐴 قطع کند و بر تمام خطهای صفحه𝑃که
.می گذرند عمود باشد𝐴از 

𝑃فقط بطر یکطی از خطهطای صطفحه 𝑙اگر خط :  توجه 
عمطود 𝑃بطر 𝑙نتیجه گرفطت کطه نمی توان عمود باشد 

.است 

𝐴

𝑃

𝑙
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تعامُد
ا اگطر می توان ثابت کرد یک خط بر یک صفحه عمود است اگر و تنهط: توجه 

(قضیه اساسی تعامد. )بر دو خط متقاطع از ان صفحه عمود باشد

دو صفحه را عمود:  تعریف دو صفحه عمود برهم 
برهم می نامیم هر گطاه هطر کطدام از انهطا شطامل 

.خطی باشد که بر صفحه دیگر عمود باشد

P d dA

بطر Lاگر خطط :نتیجه
عمود باشد، هر Pصفحه 

Lصططططفحه ای کططططه از 
Pمی گططذرد، بططر صططفحه 

.عمود است
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.می دانیم در یک صفحه دو خط عمود بر یک خط موازی اند: 1مثال 

:پاسخ 
بله:الف 

خیر دو صفحه عمود بطر یطک : ب 
صفحه لزوماً موازی نیستند

بله: ج 

ایا دو خط عمود بر یک صفحه حتماً موازی اند ؟: الف 
ایا دو صفحه عمود بر یک صفحه حتماً موازی اند؟: ب 
ایا دو صفحه عمود بر یک خط حتماً موازی اند؟: ج 
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بططا توجططه بططه مکعططب مقابططل انططدازه هططر یططک از زاویططه هططای : 2مثططال 
𝐶 መ𝐴𝐸,𝐹 መ𝐴𝐻چند درجه است ؟

:پاسخ 
. در مکعب هر دو وجه مجاور بر هطم عمودنطد 

پس . عمود استABCبر صفحه AEلذا خط 
.  درجه است90برابر CAEزاویه 

. در مکعب شش وجه وجود دارد که همگی مربع و همنشطت هسطتند
:پس . لذا قطرهای این مربع ها  مساوی اند 

𝐴𝐹 = 𝐹𝐻 = 𝐻𝐴 → 𝐹 መ𝐴𝐻 = 60°
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:پاسخ 
B , C , E: ب دو صفحه: الف 

B , C , E , D: ج 

متنافرندAB , CEدو خط : د
متقاطع اندAC , CEدو خط 
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:پاسخ 
.متقاطع اند 𝑃′,𝑃2دو صفحه: الف 

𝑃1

𝑃2

𝑃′

𝑑

𝑑′
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.می توانند موازی یا متقاطع باشند 𝑃′,𝑃2دو صفحه: ب :پاسخ 

𝑃1 𝑃2

𝑃′

𝑑

𝑑′ 𝑑"

𝑃1

𝑃2

𝑃′

𝑑
𝑑′
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:پاسخ 
ونداین صفحه ها همگی برهم منطبق اند و یک صفحه در نظر گرفته می ش: الف 

موازی: هط .(یکی هستند)منطبق : د متقاطع: ج موازی: ب 
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:پاسخ 
:  الف 

هر سطه صطفحه دو بطه دو 
متقاطع اند

متقاطع: ب 

موازی: ج 

بطططططر صطططططفحات EH: د 
ABCD,EHKI قطططرار دارد
مطوازی JFGLولی با صفحه 

.است 
متنافر: ز متنافر: و متقاطع: هط 
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:پاسخ 
موازی: ب موازی: الف 

موازی: د موازی: ج 



دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا 33

:پاسخ 
AC,EFو AB,DFو AD,BC: ب BC,EFو AB,DEو  AD,CF: الف 

AB,AC,AD: د AC,CFو BC,BEو AB,AD:ج 
ADو خط BCFEصفحه -ABو خط DEFصفحه -EFو خط ABCصفحه : هط 

ACFDو BCFEو ABED:ز EFDو ABC: و
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:پاسخ 

وان می تطفقط یک خط بر یک صفحه ( واقع یا غیر واقع)از هر نقطه : الف 
.بر ان صفحه عمود کرد



دانعادل محمدی دبیر ریاضی شهرستان آبا 35

:پاسخ 
فقطط یطک صطفحه       بطر یطک صطفحه ( واقع یا غیطر واقطع)از هر خط : الف 

.می توان بر ان صفحه عمود کرد
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:پاسخ 
مطی تطوان بطر ان بی شطمار صطفحه  بر یک صفحه عمود از هر خط : الف 

.صفحه عمود کرد
ن می توان بطر افقط یک صفحه  بر یک صفحه غیر عمود از هر خط : ب 

.صفحه عمود کرد
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:پاسخ 

.عمود استRفصل مشترک این دو صفحه نیز بر صفحه 
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تصویر دو بعدی اجسام
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روبرو چپ

بالا
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روبرو

چپ

بالا روبرو

چپبالا
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:  الف 
:  ب 
:  ج 
:  د 
:  هط 

56: ج 8: ب 64: الف 

8: هط 24: د 
:پاسخ 
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8: پاسخ  × 4 + 1 = 33

AA

A
A

AA

A
A

AA

A
A

AA

A
A

AA

A
A

AA

A
A

AA

A
A

AA

A
A
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48تعداد کل مکعب ها :پاسخ 

15: حداقل تعداد مکعب های حذ  شده 

37: حداکثر تعداد مکعب های حذ  شده 
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م شکلی که از برخطورد یطک صطفحه بطا یطک جسط:تعریف سطح مقطع 
.هندسی تشکیل می شود را سطح مقطع می نامند

دایره بیضی مستطیل
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:مثال

مثلث مستطیل مستطیل مستطیل
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سطح مقطع  حاصل از برخورد یک مکعطب و یطک صطفحه چطه شطکل 
هایی می تواند باشد ؟
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.ندشکلی شبیه هرم که قاعده ان دایره باشد را مخروط می نام: یاداوری 

د مخروط یال جانبی ندارد ولی به جای ان مولِ. قاعده مخروط دایره است 
.دارد

قاعده

سطططح مقطططع یططک مخططروط در برخططورد بططا : سططوال 
؟ صفحه های افقی ، قائم و مایل به چه شکل است

اگر ارتفاع یک مخروط بر مرکز قاعده ان عمود باشد ان را مخطروط قطائم
.می نامند 

صفحه موازی قاعده
صفحه مایل

صفحه موازی مولد
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مقطططططاطع : نتیجطططططه 
مخروطططی مططی تواننططد 
یر یکی از هفت شکل ز

:باشند
دایره-1
بیضی-2
سهمی-3
هذلولی-4
دو خط متقاطع-5
یک خط راست-6
یک نقطه-7

شطنا در سال های اینده با تعریف دقیق بیضی ، سهمی و دایره ا: توجه 
.می شوید
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اگر صفحه ای موازی قاعده یک مخروط قطائم ، ان را : مخروط ناقص  
در ایطن صطورت . مخروط به دو بخطش تقسطیم مطی شطود . قطع کند 

.ندمی ناممخروط ناقص بخشی که بین قاعده و سطح مقطع است را 

مخروط ناقص
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اگر صفحه ای عمود بر قاعده های مخطروط نطاقص ان را قططع : سوال 
سطح مقطع حاصل چیست ؟. کند 

ذوزنقه: پاسخ 
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سطح مقطع افقی
سطح مقطع قائم

سطح مقطع مایل
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:پاسخ 
ودو منشور سه پهل: الف 

𝐶

𝐴

𝐵

𝐷

𝐸

𝐹

𝑀

𝑁

𝑃

یک چهار وجهی و : ب 
لیک هرم با قاعده مستطی

𝐶

𝐴

𝐵

𝐷

𝐸

𝐹

𝐶

𝐴

𝐵

𝐷

𝐸

𝐹

𝑄

دو منشور سه : ج 
پهلو
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همثلث یا ذوزنق: ج مثلث: ب لمستطی: الف :پاسخ 

𝐷

𝐴

𝐵

𝐶

𝑂

𝐷

𝐴

𝐵

𝐶

𝑂

𝐷

𝐴

𝐵

𝐶

𝑂

𝐷

𝐴

𝐵

𝐶

𝑂
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:پاسخ 

𝑟2 = 52 − 32 = 25 − 9 = 16 → 𝑟 = 4

𝑆 = 𝜋𝑟2 = 16𝜋
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دایره
مخروط
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اگر دو پاره خط بر هم عمود باشند ، از دوران یکی از انها : 1سوال 
حول دیگری چه شکلی ایجاد می شود ؟

دایره:پاسخ 

از دوران یک دایره حول یکی از قطرهای ان چه شکلی ایجاد : 2سوال 
می شود ؟
کُره:پاسخ 
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حول یکی از قطرهای ان چه شکلینیم دایره از دوران یک : 3سوال 
ایجاد می شود ؟

کره:پاسخ 

از دوران یک نیم دایره حول شعاع عمود برقطر ان چه شکلی: 4سوال 
ایجاد می شود ؟

نیم کره:پاسخ 
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شکلی دیگری چه حول یکی از دو پاره خط موازی از دوران : 5سوال 
ایجاد می شود ؟

استوانه:پاسخ 

اگر یک مستطیل را حول طول یا عرض: 6سوال 
ان دوران دهیم چه شکلی تشکیل می شود ؟

استوانه:پاسخ 
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دو مخروط با رأس مشترک که :پاسخ 
.ارتفاع های  انها در یک راستا است 
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مخروط ناقص:پ مخروط:ب مخروط:الف 

دو مخروط :ت 
با قاعده مشترک
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دایره: پاسخ 

ره شکل ایجاد شده چنب: توجه 
.نام دارد




